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1 Uvod

1.1 Vyrokova a predikatova logika

Vyrokova a predikatova logika je véda o pravdivosti vyroki. Vyrok je tvrzeni, u kterého
muzeme rozhodnout, zda-li je pravdivé nebo nikoliv.

Definice 1.1. Vyrokova funkce je vyrok, do néhoz dosazujeme proménné.

Poznamka 1.2 (Priklady vyrokovych funkci).
o A(z):x < 3. A(1) je pravda, A(3) je lez.
o B(z,y):x <y. B(1,2) je pravda, B(5,2) je lez.
Poznamka 1.3 (Umluva ohledné zapisu vyroki).
e Zapisem Vx € R;z > 10 : A(X) budeme rozumét vyrok Vo € R: (z > 10 = A(X)).
e Zapisem Vz € R,y € R : B(x,y) budeme rozumét vyrok Vo € R: (Jy € R: B(z,vy)).

Poznamka 1.4 (Poradi kvantifikatori). Na poradi kvantifikatoru zalezi, to jest zapisy

Ve eR,Jy e R: B(z,y)

dr e R,Vy € R: B(z,y)

vyjadiuji dva rozdilné vyroky.

1.2 Zakladni metody ditkazt
1.2.1 Dtkaz sporem

Nasim cilem je dokazat vyrok A. V dikazu sporem se prokaze, ze vyrok —A vede ke sporu.
Diky zakonu o vylouceni tfetiho tedy odvodime, ze vyrok A musi byt pravdivy.
Méjme napiiklad nasledujici vyrok A:

Vn € N: (n? je liché == n je liché).
Nyni ukédzeme, Ze vyrok —A:
In € N : (n? je liché A n je sudé)

vede ke sporu. Tedy, pokud je n sudé a n? liché, potom jejich soucet, n 4 n?, je také lichy.
To nicméné vede ke sporu, jelikoz n + n? = n(n + 1) je soucin dvou po sobé nasledujicich
¢isel, z nichz jedno je liché a jedno sudé. Soucin sudého a lichého ¢isla je vzdy sudé cislo.



1.2.2 Neprimy dukaz

Nasim cilem je dokazat implikaci typu A = B. Nékdy je ovSem jednodussi dokazat
ekvivalentni vyrok tvaru =B = —A. V nasem prikladé budeme tedy dokazovat vyrok:

Vn € N: (n jesudé = n? je sudé).

Vyjadieme n jako 2k. Potom n? = 4k, coz je sudé éislo.

1.2.3 Primy dikaz
Piimy dikaz implikace A = B spociva v nalezeni rady vyroku tvaru:
A = 01701 - C27~--7Cn71 — Cn>Cn = B.

V nasem pifpadé mizeme vyjadiit ¢islo n jako soucin py ... py. Potom n? = p?...p2. Pokud
je ¢islo n? liché, potom Zadny cinitel z p? ... p7 neobsahuje ¢islo 2, a tedy zadny Cinitel z
P1 ... pn neobsahuje ¢islo 2 a tedy ¢islo n = py ... py je liché.

1.2.4 Matematicka indukce

Matematickou indukci vyuzijeme v pripadé, kdy chceme dokazat platnost vyroku pro vsechna
prirozena cisla, ¢i pripadné pro jinou, predem danou nekone¢nou posloupnost, napr. pro
vSechna prirozena c¢isla vétsi nez 5.

V prvnim kroce ditkazu matematickou indukei se ukaze, ze tvrzeni plati pro nejmensi
prirozené c¢islo k. V indukénim kroce se dokaze, ze pokud tvrzeni plati pro n = m, pak plati
i pro n = m + 1. Dle principu matematické indukce pak tvrzeni plati pro kazdé prirozené
¢islo vétsi nebo rovno k.

Jako priklad dokazeme nasledujici dvé véty.

Véta 1.5 (Bernoulliho nerovnost). Necht x € R,z > —1 a n € N. Potom:
(I1+2)" > 1+ na.
Dikaz.
[. Pron =1 zfejmé plati: (1 +2z)'=1+1-=.

II. Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro n = m a pokusme se jej dokézat pron = m + 1.
Tedy:

1+z)" =1 +z)(1+a)"
> (1+2)(1+mx) (dle indukéniho predpokladu)
=1+ +mz+ma’
=1+ (m+ 1)z +ma?
>1+4(m+ 1)z (jelikoz ma? > 0)
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Véta 1.6 (Vztah aritmetického a geometrického prameéru). Aritmeticky primeér nezdapornyjch
cisel je vzdy vétsi nebo roven geometrickému prumeéru.

Diikaz. Nejprve dokazeme, Ze toto tvrzeni plati pro jedno ¢islo, V(1). Poté ukazeme, ze
V(n) = V(2n). Nakonec ukazeme, ze V(n + 1) = V(n). Tim je dikaz ukoncen.

Zékladni krok je jednoduchy:
Iy
— = 33'1

1
Jednoduse se ukéaze i platnost vyroku V(2):

$1+$2

5 > /1Ty = X1 — 2\/T1T9 +T9 > 0 < (\/131—\/1'2)2 >0

Nyni ukazeme platnost tvrzeni V(n) = V(2n):

Ty + T4+ Toy Tty | Zapido ot

2n N 2
YVri1... Ty + M/ Tpat... Loy . o . o
> v 2\/ H 2 (indukéni predpoklad V' (n))
> \/\”/xl Ty YT . T2y (V(2))
= Yxq...Top
Zbyva dokazat platnost tvrzeni: V(n+1) = V(n). Mé&jme ¢isla x4, ..., z, > 0. Polozme
Yi = %% prot=1,...,n,a y,+1 = 1. Dle pfedpokladu:
Y1 y+1Z TR
n+1
— T Tn 1
N YT Tn YT Tn
=1
Potom:
G T e T
n+1 -
T + e + T
Yri1... Ty
T4+ T,



1.3 Mnozina realnych cisel
Ze stiedni skoly zname mnoziny:

e N={1,2/3,...}

e Z={...,-2,-1,0,1,2,...}

° @:{%’,pEZ,qu}

Tyto mnoziny nicméné neobsahuji vSechna cisla, se kterymi pracujeme.
Véta 1.7. V2 ¢ Q

Dukaz. Sporem. Necht dp € Z, ¢ € N nesoudélna takova, ze
Va=1L
q
Potom 2¢? = p?, p? je sudé a p musi byt taktéZ sudé: Ik € Z : p = 2k a 2¢*> = 4k*. Z toho
vyplyva, Ze q je také sudé, ¢imz dostavame spor s nesoudélnosti p a q. O

Poznamka 1.8 (Vlastnosti redlnych ¢isel 1.). Na mnoziné R je ddna binadrni relace < C
R x R, operace sc¢itdni (4), ndsobeni () a vyznacné prvky 0, 1 tak, ze plati:

i Vo,y,2 € R: 2+ (y+ 2) = (z + y) + 2 (asociativita s¢itani)
ii. Voz,y € R: z+y =y + x (komutativita s¢itani)
iii. Vo € R: 2+ 0=z (existence 0)
iv. Ve € R, 3(—z) € R: 2+ (—x) = 0 (existence opacného prvku pri s¢iténi)
v. Vo,y,z€ Rz (y-2) = (x-y) - z (asociativita ndsobeni)
vi. Vz,y € R: x -y =y -z (komutativita ndsobeni)
vii. Ve € R:x -1 = x (existence 1)
viii. Ve € R\ {0} :dz"' € R:z- 27! =1 (existence opacného prvku pri ndsobeni)
ix. Vo,y,z € R:x- (y+ 2) = vy + 2z (distributivita)
Poznamka 1.9 (Vlastnosti realnych ¢isel II.).
L Ve,yeR: (z<yAy<z) = x=y
ii. Vo,y,z € R: (e <yhy<z) = <z

iii. Ve,y e R: (z <y) V (y < x)



iv. Vo,y,z€R: (r<y) = v +2<y+z
v.Ve,ye R: (0<2A0<y) = 0<uzy

Definice 1.10. Mnozina M C R je omezena shora (zdola), pokud existuje x € R tak, ze
VYye M :y <z (y>x). Cislo x nazyvame horni (dolni) zdvora mnoziny M.

Definice 1.11. Necht M C R. Cislo s € R nazveme supremum M (nejmensi horni zdvora)
a znac¢ime sup M, pokud:

i. Ve € M :x <s (s je horni zavora M)
ii. Vy<seR:3x € M :y <z (s je nejmensi horni zavora)

Poznamka 1.12 (Vlastnosti redlnych ¢isel I11.). Necht mnozina M C R je neprazdnd shora
omezena. Pak existuje sup M € R.

Vlastnosti 1., II. a III. urcuji jednoznacné mnozinu realnych ¢isel.
Definice 1.13. Necht M C R. Cislo i € R nazveme infimem, pokud:
i. Ve € M : x> (i je dolni zdvora)
ii. Vy >i€R:3x € M :z <y (i je nejvétsi dolni zavora)

Véta 1.14 (O existenci infima). Necht M C R je neprdazdnd zdola omezend. Pak existuje
inf M € R.

Diikaz. Definujme —M = {—xz;2 € M}. Tato mnozZina je neprazdnd shora omezend a tedy
existuje s = sup(—M). Ozna¢ime i = —s a ukazeme, Ze i = inf M:

iLre-Mar<s = r=—x,2€M,—2<—1,0 >1
i.VyeRy<s:dzeM:y<rxr — 2=—-2,9=—y,VWeERy>—-s=1:32 € M:
< —F = §>7
[
Véta 1.15 (Archimédova vlastnost). Ve e R: In e N:z <n

Diikaz. Sporem. dx e R:Vn e N:zx >n = ds=supN, tedy Vn e N:n+1 < s a tedy
n < s—1. Cislo s — 1 je také horni zavorou N, coz je spor s definici s jako nejmensi horni
zavory N. O]

Véta 1.16 (Hustota Q a R\ Q). Necht a,b € R,a < b. Pak existuji ¢ € Q a r € R takové,
Ze q € (a,b),r € (a,b).



Diikaz. Diky Archimédové vlastnosti (Véta 1.15) existuje n € N:n > ﬁ atedy b —a > %
Vezméme za m nejmensi piirozené cislo vétsi nez na. Potom ™ = g € (a, b).

Proc¢? Hleddme m takové, ze a < ™ < b, tj. na < m < nb. JelikoZ jsme vybrali m jako
nejmensi prirozené ¢islo vétsi nez na, plati: m — 1 < na < m. Z pravé ¢asti nerovnice ptimo
plyne a < ™. Déle plati:

m<na-+1
1
<n(b—>+1 (plyne z n > ;1)
n
=nb

Timto jsme dokézali vétu o hustoté racionélnich cisel v R. Rozsiteni na iracionélni ¢isla
je jednoduché: Méjme ¢1,q2 € Q,¢1 < ¢2 € (a,b). Polozme r = ¢, + ﬂ(%) Ztejmé
reR\Q. O

Véta 1.17 (O existenci n-té odmocniny). Necht = € [0;+00) a n € N. Pak existuje prave
jedno y € [0;+00) takové, Ze y" = x.

Diikaz. Definujme dvé mnoziny, M; a My nasledovné:

o M; ={a€[0;+00) : a” < x}. Tato mnozina je neprazdnd a shora omezend, tedy exis-
tuje y; = sup M.

o My ={a € [0;+00) : a™ > x}. Tato mnozina je neprazdnd a zdola omezen4, tedy exis-
tuje yo = inf M.

Pozorovani: y; > .. Pokud by tomu tak nebylo, potom existuje ¢ € R: y; < ¢ < 42 a
bud ¢" < x nebo x < ¢". Obé moznosti vedou ke sporu s definicemi suprema ¢i infima.

Tvrdim: ¢y <z a yy > x. Tvrzeni dokdzeme sporem. Vezméme libovolné k € N takové,
n—1

ze k> L.
y1 -z

dostavame spor:

7, definice suprema vime, Ze pro y; — % existuje a € My 1 a > y; — % Potom

yp —x <y —a” (a € M; atedy a" < )
= —a)y ™ +yi T+ ya" T +a" )
< (y1 — a)ny; ™! (jelikoz y1 > a)
1 n—1 ~ 1
< LW (vzpomenme a > y; — ;)
<y —zx

Podobné lze ukazat, ze yy > z, ¢imz dostavame dvé sady nerovnosti:

® Y=Yz a

o yi <z <vyy.



Ztejmeé v =y = y5. [

Definice 1.18. Pro z € R definujeme absolutni hodnotu |z| nasledovné:

2] x pokud z > 0,
€Tl =
—x  pokud z < 0.

Véta 1.19 (Vlastnosti absolutni hodnoty).
i. Ve e R:|z| >0,

i. Ve e R:|z| =0 <= 2 =0,

. Ve e R:x < |z,

. Vr,y € R [zy| = [z|y],

v. Yo,y € R ||z — |y|| < |z £ y| <|z|+ |y| (rozsitend trojihelnikovd nerovnost).

Diikaz. Prvni ¢tyfi vlastnosti jsou zrejmé: Postacéi jednoduché rozepsani pripadu (z > 0,
x <0,y >0,y <0) ¢ jejich kombinaci.
Dokazme nyni posledni vlastnost. Z predchozich bodi vyplyva:

—2Jz|ly| < 2zy < 2fz[[yl.
Pfi¢téme v nerovnostech vyraz |z|* + |y|? = 22 + y*:
2 = 2Jz[ly] + |y* < 2® + 22y +y* < [a]* + 2lly| + |y
Tyto nerovnosti mizeme dale upravit:
(2] = ly)* < (@ +9)* < (J2] + |y])?

Jelikoz plati:
la] < b| = o* <V,

dostévame:
x| =yl < |z +yl < =]+ [yll = |=| + [y].

Pokud déle dosadime —y za y, dostaneme:

x| = |y|| < |z —y| < =]+ |y]



2 Posloupnosti

2.1 Uvod

Definice 2.1. Necht pro Vn € N mdme déno a, € R. Pak {a,},—; = {a1,a0,a3,...}
nazveme posloupnost realnych ¢isel. Cislo a,, nazveme n-tym prvkem posloupnosti.

Poznamka 2.2 (Priklady posloupnosti).

° {%}Oo_l e {p,} =, kde p, je n-té prvoéislo.
Tedy 1,%,%, atd. ° :17an+1 :1—|—a%
o {27} Tato posloupnost je zadana rekursivné.

Definice 2.3. Posloupnost {a, } je omezend, pokud je mnozina ¢lenti posloupnosti {a, } -, C
R omezena mnozina. Analogicky definujeme omezenost shora a omezenost zdola.

Definice 2.4. Rekneme, Ze posloupnost {an}, ey e
e neklesajici, pokud Vn € N: a,, < a1,
e nerostouci, pokud Vn € N : a, > a,1,
e rostouci, pokud Vn € N: a, < api1,

e klesajici, pokud Vn € N : a,, > a,41.

2.2 Vlastni limita posloupnosti

Definice 2.5. Necht A € R a {a,}>2, je posloupnost. Rekneme, 7e A je vlastni limitou
posloupnosti {a,}, jestlize:

Ve>03ng e NVn>ng,n €N:|a, — Al <e¢

Znacime:

lim a, = A.
n—oo

Poznamka 2.6 (Priklady limit).

e M¢éjme posloupnost {%}OO X Tato posloupnost zrejmé sméruje k nule, formalneé:
n—=
1
lim — = 0.
n—oo n,

Dle definice limity musi platit:
1
Ve>03dng e NVn>ng,neN:|— -0 <e
n
Pro dané € volime ng > L. Pro viechnan > ng > 1 plati: £ < e, atedy: |+ —0] =2 <e.
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e lim, .., V/n=1

Sporem: Necht dana limita neexistuje, tedy:
Je>0Vno € Ndn >ng: |/n—1| >e.
Jelikoz Vn € N : {/n > 1, vyplyva, ze /n > 1+ e. Potom ovSem:

n>(14e)"

-1
>1+ne+ n(nz>52 (prvni tfi ¢leny binomického rozvoje)

n—1
5 ©)

Po vydéleni obou stran ¢islem n dostavame:

>ne(l+

n—1
2

coz oc¢ividné pro prilis velka n € N nemuze platit.

1>e(1+

e)

e lim, ,,(—1)" neexistuje.

Sporem: Predpokladejme, ze dana limita A existuje, tj.:
Ve>03dno e NVn>ng,neN:|(-1)" —A|l<e

Ukéazeme, ze existuje protipriklad. Necht ¢ = i. Potom dostavame nasledujici spor:

2=|(-1)" = (="
<|(=1)" = Al +|A - (=)™ (trojuhelnikova nerovnost)
1 1
< -4+ 1 (z definice limity pro ¥Yn > ny)

DO | |

Véta 2.7 (jednoznacnost vlastni limity). Kazdd posloupnost ma nejvgse jednu limitu.

Diikaz. Necht ma posloupnost {a,} dvé ruzné limity, A; a As. Bez Gjmy na obecnosti:
Al < Ay Zvolime 0 < ¢ < %. 7. definice vime, zZe existuji ny,no, € N takové, ze:
Vn > ny o la, — A1l < € aVn > ng:|a, — As| < e. Vezméme ng := max(ns,ns). Potom

dostavame nasledujici spor:

VnZnO:AQ—AlzfAQ—Aﬂ

< |Ag — ap| + |a, — A4 (trojihelnikova nerovnost)
< 2 (z definice limity)
< Ay — Ay (diky volbé & < A2A1)

]
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Véta 2.8. Necht posloupnost {a,} md viastni limitu A € R. Pak je mnoZina {a,} omezend.

Diikaz. Zvolme € = 1. Dle definice limity:
dng € NVn >ng,n € N:|a, — A| < 1.
Pro vsechna n > ng potom plati:
lan| = lan — A+ Al <|a, — Al + |A| <1+ |A]

Nyni zvolme
K =max {|A| + 1, |a1], |as]|, ..., |an,|}-
Ziejmé: Yn € N : |a,| < K. O

Definice 2.9. Rekneme, %e posloupnost {b;} yen Je vybrand z posloupnosti {a,, }
existuje rostouci posloupnost prirozenych ¢isel {ny}-, tak, Ze by = ay,.

nens Jestlize

Poznamka 2.10 (Priklad vybrané posloupnosti).
1 . , . 1
e Posloupnost {27} je vybrana z posloupnosti {E}

Véta 2.11 (O limité vybrané posloupnosti). Necht lim,, . a, = A € R a necht {by} je
vybrand z {a,}. Potom lim,_, b, = A.

Dukaz. 7 definice limity vime, ze:
Ve >03ng e NVn >ng,n € N:la, — Al <e¢

K tomuto ¢ volime ko := ng. Potom Vk > ko, k € N plati ny > k > ng a tedy |by — A| =
lan, — Al <e. O

Poznamka 2.12. Predchozi implikace neplati v opa¢ném smeéru. Uvazujte napriklad po-
sloupnost {(—1)"} a jeji mozné vybrané posloupnosti.

Véta 2.13 (Aritmetika limit). Nechf lim, oo a, = A € R a lim,,_,o, b, = B € R. Pak plati:
7. lim, yoo@p +b, = A+ B
7. lim,,_ o a,b, = AB

iii. pokud¥n € N: b, #0 a B #0, pak lim, o 4= =

S/

Dikaz.
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i.

ii.

iii.

7 definice limity dostavame:
Ve>03dn, e NVn>ny;,neN:|a, — A <e,
Ve>03dn, e NVn >ng,neN: b, — B| <e.
Zvolme ng = max{n, ny}. Potom:
Vn >ng,n € N:|a, + b, — (A+ B)| < |a, — Al + |b, — B
<ete=2
Meéjme ngy = max{nj, ny} jako v predchozim bodé. Potom:

Vn > ng,n € N: |a,b, — AB| < |a,b, — a,B| + |a, B — AB)|
< |anl[bn — B| + |Bl|a, — A
< |anle + | Ble

Z Véty 2.8 vime, ze posloupnost {a,} je omezend, tj. 3K Vn € N: |a,| < K, a tedy:
|anle + [Ble < e(K + | BJ).

Méjme nq a ngy jako v predchozich bodech. Navic, pro ¢ = %:

B
dng e NVn >n3,neN:|b, — B| < ‘2|
Dle rozsitené trojihelnikové nerovnosti (Véta 1.19) dale plati:
|bn = Bl = [|bn] = [BI| = |bn| — | B].
a tedy:
. 18]
Vn > ns,n € N:|b,| > 5

Zvolme ng = max{ny, ng,n3}, potom

¥n > ng,n € N Z:_g _ “nB—ABb:—BAB—Abn
< |@mB-AB ‘AB—Abn
- b, B b, B
|Blla, — A| . |A||B — b,
|0 || B 1b,|| B]
IEI;I * %ﬁ'; (jelikoz [b,| > 1B



Véta 2.14 (Limita a usporadéni). Necht lim, o, a, = A € R, lim,, ,,, b, = B € R.
i. Jestlize A < B, pak dng € NVn > ng : a, < b,.
i1. Jestlize existuje ng € N takové, Ze pro kazdé n > ngy plati a,, > b,, pak A > B.
Diikaz.
i. Zvolme 0 < e < %. Dle definice limity:
dngy e NVn>n;,neN:|a, — Al <e

dny e NVn >ny,neN:|b, — B|<e

Polozmé ny := max{ny, ny}. Potom:

Vn>ng:a, <A+e
<B-c¢ (0 <e< B4
< by,

ii. Sporem: Necht A < B. Potom dle predchoziho bodu:
dng € NVn > ng : a, < b,,

coz je ve sporu s predpoklady.

O
Véta 2.15 (O dvou straznicich). Necht {a,},{b,},{ca} jsou posloupnosti spliugjici:
i. dng € NVn > ng:a, <c, <b,,
7. lima,, = limb, = A € R.
Pak lime, = A.
Diikaz. Zvolme € > 0. Dle definice limity:
ny e NVn>n;,neN:|a, — Al <e
dng e NVn >ng,neN:|b, — Al <e
Polozme n3 = max{ng, ny,ny}. Potom:
Vn>n3:A—e<a,<c,<b,<A+e¢,
tedy Vn > ns : |c, — A| < e, a proto lim¢, = A. O
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Poznamka 2.16 (Piiklad vyuziti véty o dvou straznicich). Pomoci predchozi véty dokdzeme
nasledujici tvrzeni:

Necht a > 0. Pak lim,, ., {/a = 1.
Podle hodnoty a rozdélime dikaz do t¥i ¢asti:
(a = 1) Trividlni.

(a > 1) Ziejmé:
dng € N,ng > a,Vn > ng:a <n.

Potom:
Yn>ng: 1< Va< Un.
JelikoZ lim1 = 1 a lim {/n = 1 (Pozndmka 2.6), potom dle véty o dvou straznicich i

lim {/a = 1.

(0 < a < 1) Spomoci véty o aritmetice limit (Véta 2.13) pfevedeme problém na jiz vyteseny pripad

a>1:
b /= Tim
lim,,_,o 1

= e (aritmetika limit)
] (>0

Véta 2.17 (O limité sou¢inu omezené a mizejici posloupnosti). Necht lima,, = 0 a {b,} je
omezend. Potom:

lim a,b, = 0.

n—oo

Diikaz. Posloupnost {b,} je omezend, tedy 3K : Vn € N : |b,| < K. Potom:
0 < |anbn| = |an||bn] < Kla,|
a s pomoci dvou straznika (Véta 2.15) je lim,, o a,b, = 0. O

Poznamka 2.18. Predchozi vétu muzeme vyuzit napt. pri diukazu lim,,_,, %sinn =0.

2.3 Nevlastni limita posloupnosti

Definice 2.19. Rekneme, Ze posloupnost {a,}, .,y mé nevlastni limitu +oo (respektive —oc),
pokud:

VK eRdIngeNVn>ng,neN:a, > K
(VK € R3Ing e NVn >ng,n € N:aqa, < K)
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Poznamka 2.20 (Priklady nevlastnich limit).

o lim, .. n? =400
Ke K € R zvol ny € N takové, ze ng > VK. Pak Vn > ng:n > ng > \/F, a tedy:
n? > K.

Ke K € R zvol ny € N takové, ze ng > K2 PakVn > ng: /n > —K,atedy —/n < K.

Definice 2.21. Necht lima, = A. Pokud A € R, rikdme, Ze posloupnost {a,} konverguje.
Pokud A = +oo, fikdme, ze posloupnost diverguje.

Metatvrzeni 2.22. Vety 2.7, 2.11, 2.14 a 2.15 plati i v pripadé, Ze uvaZujeme nevlastni
limity.
Dikaz. Dikazy zminénych vét je tfeba rozepsat pro jednotlivé pripady: vlastni limita, ne-

vlastni limita, kombinace vlastni a nevlastni limity, atd. O

Definice 2.23. Rozsifend redlnd osa je mnozina R* := RU {400} U {—0c0} s nésledujicimi
vlastnostmi:

Usporadani: VaeR: —oco < a< 400
Absolutni hodnota: | —oo] = |+ oo] = 00
Scitant: Va € R*\ {+00} : —00 +a = -0
Va € R*\ {—0} : +oo+a =400

Nésobeni: Va € R*,a>0:a-(£oo) = +o0
Va € R*,a <0:a-(+oo) = Foo

Déleni: VaeR: ==0

Lo cokoli yeigou definovany.

Vyrazy —o0 + 00,0 - (£00), 22, €5

Definice 2.24 (Rozsiteni definice suprema a infima).
e Pokud mnozina M neni shora omezena, potom sup M = +oc.
e Pokud mnozina M neni zdola omezend, potom inf M = —oo.
e Pokud M = (), potom sup M = —oc0 a inf M = +oo.
Poznamka 2.25. Vsimnéte si, ze pii M = () je inf M > sup M.

Véta 2.26 (aritmetika limit podruhé). Nechtlim, . a, = A € R* a lim,,_,, b, = B € R*.
Pak plati:

i. lim, .o a, + b, = A+ B, pokud je vyraz A+ B definovdn,

i1, lim, o anb, = AB, pokud je vjraz AB definovin, a
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ii. pokud B #0 aVn € N:b, #0, pak lim,_, §> = %, pokud je vyraz % definovan.

Diikaz. Tato véta je rozsifenim puvodni véty o aritmetice limit (Véty 2.13), ve které jsme
uvazovali pouze vlastni limity.
Jako priklad podivejme na dikaz bodu (i) a pfipad A = +00, B € R.
Ke=1:
dny e N,Vn >ny,neN: b, — B| <1,

atedy Vn >ny,n e N:b, > B — 1. Dale, ke K € R :
dn, e NyVn >no,ne€N:a, > K —B+ 1.
Zvolme ngy == max{ny, ny}, potom:
vn>ny,neN:a,+b,>K—-B+1+B—-1=K.
O

Véta 2.27 (Limita typu %). Necht lim,,_,oca, = A € R*, A > 0,lim,, oo b, = 0 a dng €
N,Vn > ng,n € N:b, > 0. Potom lim,,_,, z—z = 0.

Poznamka 2.28.

o lim, o E2 —

e lim, . ﬁ neexistuje, jelikoz porusuje podminku dng € N,Vn > ng,n € N: b, > 0.

Diikaz. Uvazujme pripad, kdy A € R, tedy lim a,, je vlastni. Pro ¢ = g plati:

A
dn, e N,Vn >ny,neN: |an—A|<§,

ol

a tedy Vn > ny,n € N:a, > g. Zvolme K > 0 pevné, potom k ¢ =

A
Iny € N,Vn > ng,n € N:|b,| < %

Zvolme n3 = max{ng, ny, ny}. Potom:

a
Vnan,neN:b—>

S
NSRS
I
=
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2.4 Monoténni posloupnosti

Véta 2.29 (O limité monoténni posloupnosti). KaZdd monoténni posloupnost md limitu.

Diikaz. Necht je bez ijmy na obecnosti posloupnost {a,} neklesajici. Polozme
A = sup{a,,n € N}.
Tvrdim, ze lima,, = A.
i. Necht A € R a e > 0. Z definice suprema:
dnpeN:a,, >A—c¢.

Potom Vn > ng,n € N plati:

A>a, (supremum)
> G, (motononie)
>A—e¢

atedy Vn >ng,n € N:l|a, — Al <e¢
ii. Necht A =+o00 a K € R. Z definice suprema:
dng € N:a,, > K.
Potom Vn > ng,n € N plati:

Ay > Apy (monotonie)
> K.

]

Poznamka 2.30 (Piiklad vyuziti Véty 2.29). Urceme limitu (pokud existuje) rekursivne
zadané posloupnosti {z,} :

[L’1:2
2 42
2z,

Tnt1 =
Dokazme nejprve, ze Vn € N : z, > 0; toto pozorovani se nam bude hodit pozdéji.
Vyuzijeme indukei:
e Pron=1plati z; =2 > 0.

e Necht z,, > 0. Potom % je ztejmeé také veétsi nez 0, jelikoz jak citatel, tak jmenovatel

jsou vétsi nez 0.
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Nyni dokazme, ze danéd posloupnost {z,} je nerostouci, tj. Yn € N : z,11 < z,. Pro
x, > 0 je tato nerovnost ekvivalentni:

x2 + 2
22,
42 <222

2§xi

V2 <z,

<z,

Je tfeba tedy dokézat tvrzeni: Vn € N : x,, > /2. Vyuzijme znovu indukei:
e Pron =1 plati: 2 > V2.
e Necht z,, > /2. Potom:

r2 +2
2x,
2+2 1

xn—i—l —

2 T
1
> /222 - . (vztah aritmetického a geometrického pruméru, Véta 1.6)

-2
Potud jsme o posloupnosti {z,} dokazali, Ze je:
e nerostouci — a podle véty o limité monoténni posloupnosti (Véta 2.29) mé tedy limitu,

e zdola omezena — a tedy jeji limita je vlastni.

Ozna¢me tuto limitu A (tedy: lim, . z, = A € R). Potom plati:

A= lim z,
n—0o0
= nh_{go Tni1 (Véta 2.11 a by, = xp41)
. x% + 2
= lim
n—00 21-”

_limz, - limz, + lim 2

eta 2.1
Slim (Véta 2.13)

A-A42
24

Vyfesenim této rovnice ziskdme A = /2.
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Definice 2.31. Necht {a,},y je posloupnost a oznacme
by = sup{a,,n > k},
cx = inf{a,,n > k}.

Je-li {a,} shora (zdola) neomezend, pak klademe limy_,o, b = 00 (limg_so0 ¢ = —00).
Potom:

e Cislo limg_, by nazyvame limes superior posloupnosti {a,} a znac¢ime limsup,,_, . ay,.

e Cislo limy_, ¢ nazyvame limes inferior posloupnosti {a,} a znac¢ime liminf,, . a,.

Poznamka 2.32. Necht {a,} je libovolna posloupnost. Potom limsup a,, a liminf a,, exis-
tuji, jelikoz {bx} a {cx} jsou monoténni posloupnosti, které dle véty o limité monoténni
posloupnosti (Véta 2.29) maji limitu.

Véta 2.33 (vztah limity, limes superior a limes inferior).
lima, = A € R* <= limsupa, = lirr_1)infan =AeR"
n—00 n—00
Diikaz.
<= Nechf jsou by a ¢, definovany jako v predchozi definici. Potom:

VkENZCkSClkak,

Jelikoz lim ¢, = lim by, = A € R*, s pouzitim Véty 2.15 o dvou straznicich je i lim ay =

A.
=— Necht A € R. Z definice limity vime:
dngeN,Vn>ng,neN:A—e<a, <A+e.
Ztejmé také plati:
Vn>ngneN: A—e<c¢,<a,<b,<A+¢,

a proto lim b, = lim¢, = A.

Necht naopak A = +oo. Potom je posloupnost {a,} shora neomezena a limsup a,, =
+00. Zvolme K € R. Z definice limity:

dng € N,Vn > ng,n e N:a, > K.
Potom ¢,, > K. Jelikoz posloupnost {c¢,} je neklesajici, plati:
Vn >ng,n €N:¢c, > K.

Ziejme:
limec,, = +o00.

Analogicky pro A = —o0.
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]

Véta 2.34 (Bolzano-Weierstrass). Z kazdé omezené posloupnosti lze vybrat konvergentni
podposloupnost.

Diikaz. Méjme posloupnost {a,} . JelikoZ je omezend, plati:
dK,LeR:VneN: K <a, < L.

Rozptlme interval [K, L] na dva nové intervaly: [K, ZFE] [EXE L] (bod ££E lezi v obou

intervalech). Potom alespon jeden z novych intervali obsahuje nekoneéné mnoho ¢lent po-

sloupnosti {a,} . Tento interval oznac¢ime [K;, L;] a znovu jej rozptlime na dva podintervaly.

Ten, ve kterém se nachazi nekoneéné mnoho ¢lenti posloupnosti {a,}, oznac¢ime [Ky, Lo].
Tento postup opakujeme a ziskdme tak posloupnost intervali [Ky, Li], pro néz plati:

i. Vk < N: [Kk,Lk] D [Kk+1,Lk+1]
ii. Vk e N: Ly — Ky = (L — K)/2%, a tedy velikost intervalt konverguje k nule.
iii. Vk € N: [K}, Lg] obsahuje nekoneéné mnoho ¢lent posloupnosti {a,} .

Miizeme proto vybrat rostouci posloupnost prirozenych ¢isel ny takovou, ze Vk € N : a,, €
[ Ky, L.
Diky vlastnosti (i) posloupnosti intervalu [Ky, Ly] :

dr €e R,Vk € N: x € [Ky, L.
Tvrdim, ze posloupnost {a,, } konverguje k . Zvolme € > 0 a ko € N takové, ze
VkZ]{Zo,k'ENILk—Kk<€.

Potom
Vk > ko, k € N:|a,, —x| <e,

jelikoz jak a,, , tak x nélezi do [Kj, Ly]. O

Véta 2.35 (Bolzano-Cauchyho podminka). Posloupnost {a,}, .y md vlastni limitu, prave
kdyz splnuje Bolzano-Cauchyho podminku, tedy:

Ve >03dng e NVm,n € N;n > ng,m > ng : |a, — an| < e.
Diikaz.
— lima, = A € R. Z definice limity:
Ve >03dny € N,Vn >ng,n € N:|a, — Al < %.
Pro m,n > nq plati:

an — G| <la, — Al +|A — a,, <E+§:€.
an — | < 4+
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<= Definujme posloupnosti:
b, = sup{an,, ani1, ...},

¢n, = inf{a,, anyq, ...}

Posloupnost {b,,} klesé k lim sup a,; posloupnost {c,} stoupd k liminf a,,. Dale Vn €
N: b, > ¢,. V nasledujicim ukazeme, ze lim inf a,, = lim sup a,,, z ¢ehoz za pouziti véty
o vztahu limity, limes superior a limes inferior (Véta 2.33) plyne, Ze posloupnost {a, }
konverguje.

Cauchyho podminka iika, ze
Ve >03dng € NVm,n € N;n > ng,m > ng: |a, — an| <e.
Zvolime m = ng. Potom Vn > ng,n € N :
Apg — € < ap < Qpy + €

ano_ggcngangbngang+5
ap, — € < liminfa, <a, <limsupa, < a,, +¢

a tedy:
Ve >0 :|limsupa, — liminf a,| < 2e,

z ¢ehoz vyplyvé, ze limsup a,, = lim inf a,, a posloupnost {a,} konverguje.
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3 Funkce jedné realné proménné

3.1 Zakladni definice

Definice 3.1. Funkci jedné redlné proménné rozumime zobrazeni

f:M—R,
kde M C R.
Definice 3.2. Rekneme, ze funkce f: M — R, M C R je:
(),
(v),
(%),
(y)-
Definice 3.3. Rekneme, ze funkce f: M — R, M C R je:

e sudd, pokud Vo € M : (—z € M) & (f(x) = f(—x)),
e lichd, pokud Vo € M : (—z € M) & (f(z) = —f(—x)),

e rostouci, pokud Vz,y € M,z <y : f(z) < f
e klesajici, pokud Vz,y € M,z <y: f(x) > f
e nerostouci, pokud Vz,y € M,z <y : f(z) > f
e neklesajici, pokud Vz,y € M,z <y: f(x) < f

e periodickd, pokud I3p > 0,Ve e M : (z+pe M) & (x —pe M) & (f(x) = f(x +p)).

Definice 3.4. Rekneme, Ze funkce f : M — R, M C R je omezena (omezené shora, omezen
zdola), jestlize f(M) je omezend (omezené shora, omezena zdola) podmnozina R.

Definice 3.5. Necht 0 > 0 a a € R. Prstencové okoli bodu je:
P<a75) = (a—57a+5)\{a},

1
P(+OO75) = (Sa—f—oo)a
1

57

P(—00,0) = (—

—00).

Pravé a levé prstencové okoli bodu a je:

P (a,6) = (a,a+9),
P_(a,6) = (a—6,a).

Okoli bodu je:

Ula,0) = (a—d0,a+9),
1

U(+00,0) = (5, +00),
U(=o0,8) = (—(15, —0).
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Pravé a levé okoli bodu a je:

Ui(a,d) =[a,a+9),
U_(a,6) = (a—6,al.

Definice 3.6. Necht f: M — R, M C R. Rekneme, Ze f mé v bodé a € R* limitu A € R*,
jestlize plati:
Ve > 030 >0Vz € P(a,0): f(z) e U(A,e).

Znacime:

lim f(z) = A.

T—ra

Poznamka 3.7 (Poznamky k definici limity).

e Funkce f nemusi byt v bodé a € R* definovana, aby v ném méla limitu. Z definice
limity vyplyva, ze pokud lim,_,, f(z) existuje, tak je funkce f definovdna na néjakém
prstencovém okoli bodu a.

Navic, je-li f v bodé a definovana, na hodnoté f(a) nezalezi.

e Pokud lim,_,, f(z) existuje a je rovna A, tak potom je bud vlastni (A € R) nebo
nevlastni (A = +00).

e lim, ,, f(z) je nazyva limitou ve vlastnim bodé, pokud a € R, nebo limitou v nevlast-
nim bodé, pokud a = 0.

Definice 3.8. Necht f : M — R, M C R. Rekneme, ze f ma v bodé a € R* limitu zprava
(zleva) rovnou A € R*, jestlize plati:

Ve >030 >0Vx € Pi(a,d): f(x) € U(A ¢)

(Ve>035 >0Vx € P_(a,9): f(x) e U(A,¢)).

Znacime:
:pligl—l- f(.'L') - A
(lim f(z) = A).

Pozorovani 3.9 (Vztah limity a jednostrannych limit). Necht f : M — R, M C R,a €
R*, A € R*. Potom:

lim f(zr) = A < lim f(z)= lim f(x)=A.

T—a T—ra+ T—a—

Poznamka 3.10 (Priklady limit).
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o flx)=12x

Jeji limita v bodé a € R* :

lim () =
K e > 0 volme § = ¢. Potom f(P(a,d)) C Ula,e).
o f(e) =k
Va € R* : lim,_,, f(z) = k.
o f(z) =sgn(z):
sgn(z)
1
x
—1

Z grafu je zfejmé, ze jednostranné limity se sobé nerovnaji:

i, ) = 1

lim sgn(x) = —1,

z—0—
a tedy dle pozorovani o vztahu limity a jednostrannych limit (Pozorovani 3.9) lim,_,o sgn(x)
neexistuje.

e Dirichletova funkce:

1, pokud z € Q,
D(z) =
0, pokud z € R\ Q.

Tato funkce nemad limitu nikde, jelikoz dle véty o hustoté Q a R\ Q (Véta 1.16) kazdé
prstencové okoli bodu a € R* obsahuje alespon jedno racionalni a iraciondalni ¢islo.

e Riemannova funkce:
R(z) o pokud x € Q, tj. x = %, kde p € Z,q € N, a p, q jsou nesoudélna,
€T =
0, pokud z € R\ Q.
Jako domaci cviceni dokazte:

Va € R : lim R(x) = 0.

Tr—a
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Definice 3.11. Necht f: M — R, M C R,a € M. Rekneme, Ze f je v bodé spojita (spojita
zleva, spojita zprava), jestlize:

lim f(z) = f(a) (lim f(z)= f(a), lim f(z)= f(a))

T—a T—a+ rT—a—

Poznamka 3.12 (Priklady spojitych a nespojitych funkei).
. fa) =
Spojita na R.
o f(x) =sgn(z)
Spojita na R\ {0}.
e f(x) = D(z), Dirichletova funkce
Neni spojitd v zadném bodé R.
e f(z) = R(z), Riemannova funkce
Spojita v R\ Q.

3.2 Véty o limitach

Véta 3.13 (Heine). Necht Ac R* f: M — R a f je definovina na prstencovém okoli bodu
a € R*. Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

i. limg ., f(x) = A
i. pro kazdou posloupnost {,}, . takovou, Ze:
VneNuz, € M,x, # a,a zdroveﬁrlli_)ngoxn =q
plati:
A, fl@n) = A
Diikaz.
=—> 7 definice limity:
Ve > 030 >0Vx € P(a,d): f(x) e U(Ae).

Necht mame déle posloupnost {z,} , jez spliiuje podminky bodu (7). Jelikoz lim z,, = a
avneN:z, #a,takk d>0:

dng € N,Vn > ng,n € N: z,, € P(a,?)

a tedy
Vn > mng,n € N: f(x,) € U(A,¢).
Potom
A, f(@n) = A
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<= Implikaci dokdzeme nepiimo, tj. dokdzeme tvrzeni —(i.) == —(ii.), tedy ze z tvr-
zeni, ze limita funkce f neexistuje nebo neni rovna A, vyplyva existence alespon jedné
posloupnosti {x,}, kterd splituje zadana kritéria a zaroven lim f(x,) # A.

Pokud lim,_,, f(z) neexistuje nebo neni rovna A, potom
Je >0V >03z € Pa,d): f(z) EU(A e).

Pro 4, = %, n=1,2,3,... vezmeme takové x a oznac¢ime ho x,.

Ztejme plati, ze lim, ., x, = a. Jelikoz dané elementy x,, vybirdme z prstencového
okoli a, plati, ze Vn € N : x, # a. Z definice této posloupnosti navic vyplyva, ze
Vn € N: f(z,) € U(A,¢), takze lim,_, f(x,) # A. Tim je implikace splnéna.

O
Véta 3.14 (o jednoznac¢nosti limity). Funkce f md v daném bodé nejvyse jednu limitu.

Diikaz. Sporem. Necht A; a A, jsou dvé ruzné limity funkce f daném bodé a € R*. Mé&jme
déle posloupnost {z,}, lim, .z, = a, Vn € N : z,, # a. Potom dle Heineho (Véta 3.13)
lim,, o0 f(x,) = A; a zéroven lim,,_, f(2,) = As. Dostavame tim spor s vétou o jednoznac-
nosti limity posloupnosti (Véta 2.7). O

Véta 3.15 (limita a omezenost). Necht f md vlastni limitu v bodé a € R*. Pak existuje
d >0 tak, Ze f je na P(a,d) omezend.

Diikaz. Necht lim, ,, f(z) = A € R. Z definice limity vyplyva, Ze:
Ve>030>0: f(P(a,d)) CUA,ze).
Jelikoz je limita vlastni, plati dale:
UAe)=(A—¢c,A+e).
Zvolme ¢ = 1. Plati:
30 > 0Vx € P(a,0): f(z) e U(A, 1) =(A—-1,A+1),
a tedy f(z) je omezena na P(a,0). O

Véta 3.16 (o aritmetice limit funkci). Nechta € R*, lim,_,, f(z) = A € R*, alim,,, g(z) =
B € R*. Pak plati:

i. lim, o (f(x) + g(x)) = A+ B, pokud je vijraz A+ B definovdn;
it. lim,_,, f(x)g(x) = AB, pokud je vijraz AB definovin;

119, limg,_, % = %, pokud je viyraz % definovadn.
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Diikaz. Dokazeme pouze pro bod (i); ostatni pripady se resi analogicky.
Zvolme libovolnou posloupnost {z,}, spliujici

Jlngoxn:a,VnEN:J;n#a.
Potom dle Heineho (Véta 3.13):
M f(zn) = 4,
Jim g(s2) = B

a dle véty o aritmetice limit posloupnosti (Véta 2.13):
Jggo(f(xn) +g(zn)) = A+ B.
Protoze posloupnost {x,} je libovolnd, dle Heineho:

lim(f(z) +g(z)) = A+ B.

T—a

]

Disledek 3.17. Necht jsou funkce f a g spojité v bodé a € R. Pak jsou i funkce f+gq, f-g
spojité v bodé a. Pokud je navic g(a) # 0, pak je i funkce g spojitd v a.

Véta 3.18 (Limita a usporadani). Necht a € R*.
i. Necht lim,_,, f(x) > lim, ., g(x). Pak existuje prstencové okoli P(a,d) tak, Ze:
Vo € P(a,0) : f(x) > g(z).
ii. Necht existuje prstencové okoli P(a,d) tak, Ze:
Va € P(a,9) : f(z) < g(x).
Necht existuji lim, ., f(x) a lim,_,, g(x). Potom plati:

lim f(z) < lim g(z).

Tr—a r—a
iii. Necht na néjakém prstencovém okoli P(a,d) plati f(x) < h(z) < g(x). Nechtlim,_,, f(x) =
lim,_,, g(z) = A € R*. Pak existuje lim,_,, h(x) a vSechny tri limity se rovnagi.
Diikaz.
i. Necht lim,_,, f(z) = A, lim,_,, g(z) = B,A > B. Zvolme 0 < ¢ < 452 Dle definice

limity: i
361 : f(P(a,01))
305 : g(P(a, 09))
Zvolme 0y = min{dy, d2}. Ziejmé:

Vo € P(a,dy) : f(x) > g(x).

U(A,e),
U(B,e).

N 1N
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ii. Sporem. Diukaz je analogicky k bodu (ii) v dukazu véty o limité a usporadani posloup-
nosti (Véta 2.14).

iii. Pro e > 0 existuji dy, 2 jako v bodé (7). Pro dp = min{9, 41, do} plati:
h(P(a,d)) € U(A,¢),
a tedy lim,_,, h(z) = A.
[

Definice 3.19. Méjme funkce f: M - R, M CRag: N — R N CR. Pokud g(N) C M,
potom funkci h: N — R, h(x) = f(g(x)) nazveme slozenou funkei.

Slozenou funkci h znac¢ime: h = f o g. Funkci f se tika vnéjsi funkce, funkci g vnitini
funkce.

Poznamka 3.20 (Vztah limit vnéjsi, vnitini a slozené funkce). Necht:

lim g(x) = A,

r—a
lim f(z) = B.
Plati obecné:

lim f(g(x)) = B?

T—ra

Neplati! Uvazujme nasledujici dvé funkce:

g(x) =3Vx € N,

f(:v):{l prox =3

0 prox#3
Ziejme:
lim g(z) = 3,
A
A =0

Limita slozené funkce:

lim f(g(z)) =lim f(3) =lim1 =1# B.

x—0 z—0 z—0

Schéma z pocatku poznamky nicméné plati pti splnéni dodateénych podminek, které jsou
popsany v nasledujici véte.

Véta 3.21 (Limita slozené funkce). Necht funkce f a g spliuji:

0. lim, ., g(x) = A,
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@. lim, 4 f(y) = B.
Je-li navic spinéna alespon jedna z podminek:
(P1) f je spojitda v A,
(P2) 3n > 0Vx € P(a,n) : g(x) # A,
pak plati lim,_,, f(g(z)) = B.

Poznamka 3.22. Funkce f a g z predchozi poznamky nesplinovaly podminky (P1) a (P2).
Funkce f nebyla spojitd v A = 3 a pro funkci g neexistovalo prstencové okoli bodu a = 0,
ve kterém nenabyvala své limity A = 3.

Dikaz.

(P1) Diky existenci limity a spojitosti funkce f v bodé A plati, Ze ke zvolenému & > 0:
Jp>0: f(U(A 9) CU(B,e).

Déle, k danému ¢:
x> 0:g(P(a,x)) CUA ).

Nakonec:
f(g(P(a,x))) € f(U(A 9)) CU(B,e),

a tedy lim,,, f(g(x)) = B.

(P2) Diky existenci limity funkce f v bodé A plati, ze ke zvolenému & > 0:
Jp >0: f(P(A ¢)) CUB,e).

Dale, k danému ¢:
x> 0:9(P(a,x)) CU(A, ¢).

Pro ¢ = min(y, n) diky podmince (P2) déle plati:

9(P(a,v)) € P(A, ).

Nakonec:

F(9(P(a.))) € F(P(A¢)) C U(B,e),
a tedy lim,, f(g(x)) = B.
O

Véta 3.23 (limita monoténni funkce). Necht funkce f je monoténni na intervalu (a,b), a,b €
R*. Potom existuje lim,_,,, f(x) @ lim,_,,_ f(2).
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Diikaz. Vétu dokazeme pro f neklesajici a pro lim, ., . Ostatni pripady se dokazi analo-
gicky.

Definujme mnozinu M = f((a,b)) = {f(x),x € (a,b)}, polozme A = inf M a zvolme
e > 0. Z vlastnosti infima (Definice 1.13) vime, Ze:
Jyo = fxg) e M : A<y < A+e.
Potom diky monotonii funkce f:
Vo, a <x <uxo: f(xr) e U(A,ce).
Nyni zvolime § > 0 takové, aby P, (a,d) C (a,xq). Potom:
Vo € Pi(a,d): f(z) € U(A,¢e),

a tedy lim, .. f(x) = A. O

3.3 Funkce spojité na intervalu
Definice 3.24. Mnozina M C R je interval, pokud da, b € R* tak, ze:

M={zeR:a<x<0b},

kde relace < je bud < nebo < .
Body a, b nazyvame krajnimi body intervalu; ostatni body intervalu M nazyvame vniti-
nimi body.

Pozorovani 3.25. Mnozina M C R je interval, prive kdyz
Ve,y,zeR:x<z<yreMyeM — z€ M,

tj. prave kdyz je konvexni podmnozinou R.

Diikaz.

—> Zfejmé: Kazdy interval je konvexni mnozina.

<= Necht M C R je konvexni mnozina. Oznac¢me a := inf M, b := sup M. Potom
(a,b) € M C [a,b)].

Pro¢? Pokud x € (a,b), potom z definice suprema a infima 3o, € M : o < x < f.
Diky konvexivité je i x € M. Pokud naopak z € M, z definice suprema a infima vyplyva
a<zax<b atedy z € [a,b].

Mnozina M se tedy od (a,b) lisi jen eventudlnim priddnim jednoho nebo obou bodu
a, b, a je tedy intervalem.

31



]

Definice 3.26. Necht f je funkce a J interval. Rekneme, Ze f je spojitd na intervalu J,
jestlize je spojita ve vsech vnitfnich bodech J. Je-li pocatecni bod J prvkem J, tak poza-
dujeme i spojitost zprava v tomto bodé, a je-li koncovy bod J prvkem J, tak pozadujeme i
spojitost zleva v tomto bodé.

Véta 3.27 (Darboux). Necht f je spojita na [a,b] a plati f(a) < f(b). Pak pro kazdé
y € (f(a), f(b) existuje x € (a,b) tak, Ze f(z) =y.

Diikaz. Definujme mnozinu M = {z € [a,b], f(x) < y}. Oznac¢me dédle xq = sup M. Tvrdim,
ze f(xg) = y. Toto tvrzeni nyni dokdzeme sporem s vlastnostmi suprema.

Necht plati f(zo) < y. Zvolme ¢ = %@0) > 0. Jelikoz dle predpokladu je f spojitd v o,
existuje § > 0 Vo € U(xo,9) : f(z) € U(f(z0),€), neboli f(z) < y. Zde nicméné dostdvame
spor s definici suprema: zy nemize byti supremem mnoziny M, nebot existuji x > g, pro
které také plati f(z) < v.

Necht naopak plati f(zg) > y. Zvolme ¢ = % > 0. Jelikoz je f spojitd, existuje
§d > 0Vr € U(xg, ) : f(x) € U(f(x0),€), neboli f(x) > y. Potom ale Vx € (zg — d,x) :
f(z) >y atedy xo— 0 je také horni zdvora mnoziny M a dostavame se tak do sporu s druhou
vlastnosti suprema. [

Véta 3.28 (Zobrazeni intervalu spojitou funkei). Necht J je interval. Necht funkce f : J — R
je spojitd. Pak je mnozina f(J) také interval.

Diikaz. Necht z,y € f(J),z € Rax <z <y. Potom z = f(a) ay = f(8) pro o, 5 € J.
Necht bez tjmy na obecnosti a < .

Protoze ztzena funkce f : [a, 5] — R je spojitd a f(a) < z < f(/3), podle Darbouxovy
vety (Véta 3.27) mame i z = f(v) pro néjaké v € [a, B]. Mnozina f(J) je tedy konvexni a
dle Pozorovani 3.25 je tedy interval. O]

Definice 3.29. Necht f: M — R, M C R. Rekneme, ze funkce f nabyva v bodé a € M

maxima na M, jestlize Vo € M : f(z) < f(a),
minima na M, jestlize Vo € M : f(z) > f(a),
ostrého maxima na M, jestlize Vx € M,x #a: f(z) < f(a),
ostrého minima na M, jestlize Vo € M,x #a: f(z) > f(a),

lokalntho maxima (ostrého lokalniho maxima, ostrého lokalniho minima, lokalniho minima),
jestlize existuje 0 > 0 tak, ze f nabyvd na M N U(a,d) svého maxima (ostrého maxima,
ostrého minima, minima).

Pozorovani 3.30 (Heineho véta pro spojitost). Ndsledujici turzeni jsou ekvivalentni:

i. fje spojitd v a, tj. lim, ., f(x) = f(a);
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ii. pro kazdou posloupnost {x,} takovou, Ze:

neN

VneNx, € M,x, #a,a zdroveﬁggrgoxn =a

plati:
lim f(x,) = f(a).

n—oo

Véta 3.31 (spojitost funkce a nabyvani extrému). Necht f je spojitd funkce na intervalu
la,b]. Pak funkce f nabjvd na [a,b] svého mazima a minima.

Diikaz. Oznacéme A := sup{f(z),x € [a,b]}. Z vlastnosti suprema existuje posloupnost {z, }
takovd, ze lim, o0 f(2n) = A, napt. f(z1) > A—1, f(x2) > A— 3, f(z3) > A— 3, atd.

Jelikoz Vn € N : x,, € [a, b], posloupnost {x,, } je omezen4, a tedy dle Bolzano-Weierstrassovy
véty (Véta 2.34) existuje vybrand konvergentni podposloupnost {z,, }:

kh_)rgoaznk =z € [a,b].

Jelikoz je funkce f v bodé z spojitd, plati dle Heineho véty pro spojitost (Pozorovani 3.30):

lim f(z,,) = f(2).

k—o00

Zaroven ale vime, ze

lim f(z,)=A

n—oo
Dle véty o limité vybrané posloupnosti (Véta 2.11) je i
lim f(z,,)=A4

k—o0

a dle véty o jednoznac¢nosti limity posloupnosti (Véta 2.7) plati f(z) = A, a tedy funkce f
nabyva svého maxima A v bodé z € [a, b].
Diitkaz minima je analogicky. O

Véta 3.32 (spojitost funkce a omezenost). Necht f je spojitd funkce na intervalu [a,b]. Pak
je funkce f na [a,b] omezend.

Diikaz. Dle véty o spojitosti funkce a nabyvani extrému (Véta 3.31) nabyva funkce f na [a, b]
svého maxima (A) i minima (B). Potom Vz € [a,b] : B < f(x) < A a funkce f je tedy na
intervalu [a, b] omezen4. O

Definice 3.33. Necht f je funkce a J interval. Rekneme, Ze f je prosté na J, pokud Vz,y €
JrxFy = [flx) # [(y)

Pro prostou funkci f : J — R definujeme inversni funkci f~! : f(J) — R predpisem:
[Ty =2 <= fl@)=y.

Véta 3.34 (o inversni funkci). Necht f je spojitd a rostouci (klesajici) funkce na intervalu
J. Potom je funkce f=1 spojitd a rostouci (klesajici) na itervalu f(J).
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Diikaz. Necht je f napiiklad rostouci. Nejprve dokdzeme sporem, Ze i f~! je rostouci. Necht
existujl y1,92 € f(J), 11 < vo tak, Ze f~1(y1) > f1(y2). Potom oviem dostdvdme spor:
yi=f(f" ) > F(FH(v2) = 3o

Dokazme nyni spojitost f~'. Zvolme yo € f(J),y0 = f(z0),€ > 0 a uvazujme nejprve
moznost, kdy yo je vnitini bod f(J) (a tedy xo je vnitini bod J). Potom existuji zy, xs tak,
ze x1 < xy < T3 a (x1,29) C Ul(xg,e). Zvolme 6 > 0 tak, aby U(yo,0) C (f(z1), f(x2)).
Potom:

U0, €)) € [ (f(@), f(w2)) = (21,22) € Ulwo,e) = U(f (o), 2).

Uvazujme dale moznost, ze je J uzavieny interval a xy je jeho levy krajni bod. Zvolme
vy € Up(zo,e) a § = f(z1) — yo. Potom diky monotonii funkce f~! plati pro vSechny
y € Us(yo,9) : )

[ (y) € Up(xg,e) C U(wo, ).

Pravy krajni bod se Tesi analogicky. O]

3.4 Elementarni funkce
3.4.1 Exponenciala a logaritmus
Véta 3.35 (Zavedeni exponencidly). Ezistuje prdvé jedna funkce exp : R — R spliujici
ndsledugjici dvé podminky:
i. exp(z +y) = exp(z) exp(y),
i. Ve € R:exp(x) > 1+

Diikaz. Predpokladejme nejprve, ze dana funkce existuje, a ukazme si, ze v tom pripadé je

definovana jednoznacné: Postupné odvodime nékolik jejich vlastnosti, az se tak dostaneme k

jejimu jednozna¢nému vyjadieni. Poté dokdzeme i jeji existencil.

A. Jednoznacnost.

1. Vn € NVz € R : exp(nz) = exp(z)™.
Diikaz induket:
. exp(lz) = exp(x)
1. exp((n+1)x) = exp(nz+x) = exp(nz) exp(z) = (exp(z))" exp(z) = (exp(z))"**
2. exp(0) = 1.
Rozepisme nejprve vyraz exp(0):

exp(0) = exp(0 + 0) = exp(0) exp(0) = (exp(0))*.

exp(0) tedy mize byt bud 0 nebo 1. Prvni moznost je ve sporu s podminkou (i), a
proto exp(0) = 1.

!Diikaz této véty jsem zpracoval na zdkladé poznamek Petra BaudiSe z prednasek Lubose Picka: http:
//math.or.cz/analyza.
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10.

Vo € R:exp(—z) = —2— Aexp(z) # 0.

exp(x)
1 = exp(0) = exp(x — x) = exp(z) exp(—x).

im0 exp(z) = +00.

Plyne z podminky (i) a Véty 3.18 (limita a usporadani).

- lim, o exp(x) = 0.

Vyplyva z predchozich dvou bodi.
Vo € R:exp(z) > 0.

T

exp(z) = exp(5 + 3) L) exp(5)exp(5) > 0.
Vo > 0:exp(x) > 1.
Vyplyva z podminky (7).

Exponencidla je rostouci funkce na R.

7.
Ve,y e Rox < y: 1 <exply—z) = zigig JelikoZ se jedné o kladnou funkci, plati
exp(y) > exp(z).

lim,_,o 22O = 1,
N
= exp(—x -z
exp() LT
a tedy:
|+ (2) (2) < 1
z < exp(z) < T
Dalsi ipravou ziskavame:
1 x
< 1< ——1=
x < exp(z) <1 T

a po vydéleni vyrazem x:
exp(z) — 1 < 1

1< )
T I

Vyslednou limitu ziskdme diky Vété 3.18 (limita a usporadani).

exp(z) je spojitd na R.

lim (exp(z) — exp(zg)) = lim (exp((z — o) + xo) — exp(zp))

T—T0 Tr—T0

= mli_)rgo(exp(x — ) exp(zg) — exp(xp))
exp(r — xp) — 1
p( 0) (I‘ . $0)
r — X ——
—0

= Jim, exp(eo)

—1

=0
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11. Vx € R : exp(z) = lim, 00 (1 + %)n
Pokud se nam podari dokézat tuto rovnost, dokdzeme diky jednoznacnosti limity
posloupnosti (Véta 2.7) i jednoznacnost definice exponenciély.
Dle podminky (i) plati:

Zvolme k > |x|. Pro n > k,n € N je i prava strana nerovnice kladna a pfi umocnéni
obou stran na n-tou dostavame:

exp (_;7;)” = exp <—n2) = exp(—x) 3 1 > (1 _ x>n

exp(x) n

a tedy:

Mizeme tedy psat:

exp(x 1
e )
Dle Bernoulliho (Véta 1.5) dale plati:
1 < 1
ey
@ proto: exp(z) 1
e (e

——
—1 pii n—oo

Nyni jiz sta¢i vyuzit strazniku (Véta 2.14) k dokézani limity z pocatku.
B. Existence.

V nasledujicich bodech ukazeme, ze posloupnost:

an:<1—|—x>
n

je pro dostatecné velkd n neklesajici a omezend pro vsechna x € R, coz zarudi, ze tato
posloupnost mé limitu a ze tato limita je vlastni (viz také Vétu 2.29). Tim dokoncéime
formélni zavedeni exponencidly.
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1. Monotonie.

II.

Podobné jako vyse zvolme k > |z|. Pro n > k,n € N plati:

( x)”Sn-<1+Zi)+1 z

1+ 2
+n n+1 n-+1

Zde jsme vyuzili vztahu geometrického a aritmetického priméru (Véta 1.6) pro
21=23="-=2,=1+7a z,;1 = 1. Pokud umocnimé ob¢ strany nerovnosti na

(n + 1)-tou, dostavame:
T\ " T n+1
(o) =(vatn)
n n+1

a tedy plati Vn > k : a,, < a,1. Posloupnost {a,} je tedy neklesajici.

Omezenost.

Nyni ukézeme, ze posloupnost {a,} méa omezenou podposloupnost {a,, }. Z toho
pak vyplyvd, Ze i posloupnost {a,} je omezena?.

Zvolme k > |z|. Dokazeme, ze

o\ —k
a tedy, ze Vn € N : a,;, < ( %) -t
Pro zvolené k a pro Vn € N plati:

<1+x>_"_ nk+x\

nk a nk

B nk "
nk +x
(-
1

_ x >n
B nk 4+ x
nx . .
>1-— (Bernoulliho nerovnost, Véta 1.5)
nk + x
x x

27de vyuzivame jednoduchého pozorovani, které tvrdi, Ze posloupnost, kterd je monoténni a kterd ma
omezenou podposloupnost, je omezené. Necht {a,,} je neklesajici posloupnost a necht pro jeji podposloupnost
{an, } plati: Vk € N : |a,, | < L. Necht, pro spor, posloupnost {a,} neni omezena. Potom VK Ing : an, > K.
Diky monotonii dale plati: Vn > ng : a,, > K. Zvolme K = L. Potom Yk > ng : np > k > ng : an, > L, ¢imz
dostévame spor s omezenosti podposloupnosti {a, }.
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Po umocnéni obou stran nerovnice na k-tou dostavame:

T —nk T k
1+ — >(1——
( +nk5> _< k:)

a po uprave:

Definice 3.36. Funkci inversni k exponenciale exp nazveme logaritmus log .
Véta 3.37 (Vlastnosti logaritmu). Funkce log spliuje:
a) log : (0,00) = R je spojitd rostouct funkce.

b) Vz,y > 0:log(xy) = log(z) + log(y).

c¢) lim, I?ngf) =1.

Dukaz. V dikazech budeme vyuzivat vlastnosti exponencidly dokazané v predchozi vété
(Véta 3.35).

a) Exponenencidla exp : R — (0,00) je rostouci a spojitd funkce. Podle véty o inversni
funkei (Véta 3.34) je tedy i logaritmus jako jeji inversni funkce spojita a rostouci funkce.

b) log(z) = A,z = exp(A) a log(y) = B,y = exp(B). Potom:
xy = exp(A) exp(B) = exp(A + B)

a tedy
log(zy) = A+ B =log(x) + log(y).

¢) Definujme funkce

fly) = Xp(yy)‘l g(z) = log(x)

pro jejichz limity plati:
. o . . 3
lim f(y) = 1, lim g(z) = 0°.
Potom pro limitu slozené funkce f(g(x)) v bodé 1 plati:
lim f(g(2)) = 1.

z—1

Zde jsme vyuzili vétu o limité slozené funkce (Véta 3.21) a jeji podminky (P2), tj. ze
funkce log nenabyva v prstencovém okoli bodu 1 hodnoty 0. Mizeme tedy psat:

L . exp(log(z)) -1 . x-—1

3Vime, Ze exp(0) = 1 a tedy log(1) = 0. Dale vime, 7e logaritmus je spojita funkce.

38



Definice 3.38. Necht a > 0 a b € R. Pak definujeme obecnou mocninu jako:

a® == exp(blog(a)).

Je-li navic b > 0, pak definujeme logaritmus pri zakladu b nasledovné:

log(a)
log(b)

Poznamka 3.39 (Korektnost definice obecné mocniny). Pro x > 0 plati:

logy(a) =

" = exp(nlog(x)) (nova definice)
= exp(log(z™)) (matematickou indukef)
=" (stard definice)

Poznamka 3.40 (Logaritmus pti zakladu 10). Na pifpadu b = 10 ukdZzeme, ze b'°2(*) = .
a tedy ze definice logaritmu pti zédkladu b je korektni:

log(x
10810() — (s — (MoB(10)) T — clog(e) — g

Poznamka 3.41 (Odmocnina jako obecnd mocnina).

VT exp (% log(az)) x>0,
0 z =0.
3.4.2 Goniometrické funkce

Véta 3.42. Ezistuje prave jedna funkce sin : R — R a prdavé jedna funkce cos : R — R
splnugici:

a) Vrx,y € R: sin(z+y) =sinxzcosy + cosxsiny
cos(x +y) = cosx cosy — sinx sin y
cos(—x) = cos,
sin(—z) = —sinz,

b) Im > 0 tak, Ze sin je rostouci na [0, 5] a sin(}) = 1,

2
c)
. sinz
lim =1.
z—0 2z

Poznamka 3.43 (Dalsi vlastnosti goniometrickych funkci). Ze ,zdkladnich“ vlastnosti goni-
ometrickych funkei uvedenych v predchozi vété 1ze odvodit jejich dalsi vlastnosti: periodicita,
intervaly monotonnosti, ostatni souctové vzorce, atd. V nasledujicim textu budeme predpo-
kladat, ze tyto vlastnosti zname ze stfedni skoly, a dokazovat je nebudeme.
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Poznamka 3.44. Dokazme tuto limitu:
1 —cosz
im ——.

x—0 xQ

Nejprve dany vyraz v nékolika krocich upravime:

. 1 —coszx . 1—cosxl+coszx 1 —cos’x 1 _ sin?zx 1
lim —— — =lim 5 = lim 5 = lim 5 .
x—0 x z—0 T 1+cosx =—0 T 1+cosx =2=0 x? 1+cosx
Jelikoz

. sin‘x ~ sinz\?
lim = | lim =1
z—0 31;2 z—0

a kosinus je spojita funkce (jak dokdzeme pozdéji), muzeme vyuzit véty o aritmetice limit
(Véta 3.16) a psat:

 1l—cosz . sin’zx 1 ~ sinz\? . 1 1
lim — = lim 5 = ( lim lim —m = —.
z—0 T z—=0 2 1+ coszx =0 g =01 4+ cosx 2

Definice 3.45. Prox € R\ {5 +km, k € Z} ay € R\ {k7, k € Z} definujeme funkce tangens
a kotangens predpisem:

sin cos Yy
a cotgy = ——.
cos T siny

tanx =

Véta 3.46 (spojitost sinu a kosinu). Funkce sin, cos,tan a cotg jsou spojité na svém defi-
nicnim oboru.

Dikaz. Zacnéme sinem. Necht ¢ € R. Potom:

. . . . . r—a r—a . C 1
lim(sinz — sina) = lim 2 - sin { —— | cos (goniometricky vzorec)
r—a T—=a 2 2

: r—a
. Sm(T)x—a r—a L
=lim2. —— cos (viz niZe)
T—=a = 2 2
———
=1 —0 <1

=0.
Ve druhém kroku jsme vyuzili véty o limité slozené funkce (Véta 3.21) pro:

fly) = Sizy ag(z) = x;a

a to za podminky (P2).
Nyni dokazeme spojitost pro kosinus. Pokud do vzorce:

sin(z 4+ y) = sinz cosy + cos x siny

40



dosadime y = 7, ziskame nasledujici vztah mezi sinem a kosinem:
) ™
cosz = sin(z + 5)

Dle véty o limité slozené funkce (Véta 3.21) je tedy kosinus spojity, nebot jak sinus, tak
T — x + 5 jsou spojité funkce.

Dle véty o aritmetice limit funkei (Véta 3.16) (limita podilu) jsou i tan a cotg spojité
funkce. O

Definice 3.47. Necht
. ) cl- T 7r]
sin*x = sinx pro -, =
P 2 9)

cos* x = cosx pro x € [0, 7],

—

tan® x = tanx pro x € (— ) a

7r
"2
cotg” x = cotgx pro z € (0, 7).

I\D\ﬁ

Definujeme arcsin (resp. arccos, arctan, arccotg) jako inversni funkce k funkei sin* (resp.
cos*, tan*, arctan®).

Poznadmka 3.48. arcsin(sinz) = = pouze pro v € [-7, 7).

Poznamka 3.49 (Priklady limit).

arcsinz.

[} llmx*)()

Definujme nasledujici dvé funkce:

siny 0
fly) =17 y7 , g(z) = arcsinz.
1 y=10

Potom limita jejich slozené funkce v bodé 0 se rovna prevracené hodnoté hledané limity:
sin(arcsin ) x

lim f(g(z)) = lim ——— = lim

z—0 z—0 arcsinx z—0 aresin x

Vime déle, ze:

lim g(z) =0 a lim f(y) =

Za pouziti véty o limité slozené funkce (Véta 3.21) a podminky (P1) (funkce f je v
bodé 0 spojita):
lim f(g(a)) = 1.
a tedy:
arcsin x

lim =
z—0 x

e lim, .. n- sm(l)

sin(%) _

1
lim n-sin(—) = lim
n—oo n—oo

3
S|=
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3.5 Derivace funkce

Definice 3.50. Necht f je redlnd funkce a a € R. Pak derivaci f v bodé a budeme rozumét:

o flath) = f(a).
f'(a) = lim ) =1,

h—0

derivaci f v bodé a zprava budeme rozumét:

@ tim TOEN =@,

h—0+ h ’

derivaci f v bodé a zleva budeme rozumét:

fla+h) ~ f(@)

! _ .
f-la) = hlgoni h
Poznamka 3.51.
) i e = 1@ @) = fa)
h—0 h r—a T — Q
Poznamka 3.52 (Priklady limit).
o f(r)=2",acR neN.
vy . (a+h)t—a”
fa) = lim h
. a + (T) a"th + (g)a"’QhQ +. (Z) h™ — a™
 hs0 h
)
1
=na""!
o f(x)=sgn(z).
Vyjadreme nejdrive jednostranné limity:
. f()—fO) _ . 10
/ — — =
f:0) = hligl-k h hll>%l+ h +00,
. f(h) = f(0) —1-0
/ o _ _
£ (0) = R h = no

Diky vztahu limity a jednostrannych limit (Pozorovani 3.9) muzeme psat:

sgn’ 0 = +oo.
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h)— f(0 h
f'/*'(o):hligl.g_w:h_i}g+h:1’

h) — —h
£(0) = Jim f()hf(O) ~dim o

Derivace f(z) v bodé 0 neexistuje.

o f(r) =expu.

Vyjadreme derivaci funkce exp v bodé a € R :

. expla+h)—expa . expaexph—expa .. expa-(exph—1)
lim = lim = lim :
h—0 h h—0 h h—0 h

Jelikoz limy,_,gexpa = expa a limy_,g &P }’;—1

limit funkei (Véta 3.16) nasledujici rovnost:

= 1, ziskdme za pouziti véty o aritmetice

/ 9. . eXph —1 .
f'(a) = }lll_% expa }ILIL% e
o f(zx) =logx.
_log(a+h) —log(a) . log (1 + %) 1
lim =lim ———% - — = —.
h=0 h h—0 h a a

Véta 3.53 (vztah derivace a spojitosti). Necht md funkce f v bodé a € R vlastni derivaci
f'(a) € R. Pak je f v bodé a spojitd.

Diikaz. Chceme dokazat, ze lim, . (f(z) — f(a)) =0

lim(f(z) — f(a)) = lim M(x —a) = lim Jlw) = /@) lim(z —a) = f'(a)-0=0.

T—ra r—a xx — Q T—a T — Q r—a

O

Poznamka 3.54. Podobna véta plati i pro jednostranné limity. Plati-li f} (a) € R, je funkce
f spojita v bodé a zprava.

Véta 3.55. Necht f'(a) a ¢'(a) existuji. Potom:
i. (f+9)(a)=f"(a)+ ¢ (a), pokud md pravd strana smysl.
ii. Necht je g spojitd v a, pak (fg)' (a) = f'(a)g(a)+ f(a)g'(a), pokud md pravd strana smysl.

iii. Necht je g spojitd v a a g(a) # 0, pak (5)1 (a) = f,(a)g(‘;);(cg(a)g/(a), pokud ma pravd strana
smysl.

Dukaz.
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h—0 h
A Gt ) B CO R DI C)
h—0 h h—0 h

1i.

(f9)'(a) =
~ lim fla+h)gla+h)— f(a)g(a)
h—0 h
— lim fla+h)g(a+h) — fla)g(a+h) + f(a)g(a+ h) — f(a)g(a)
h—0 h
= lim fla+ h})L — f(a) ;llii%g(a +h)+ ;llii%f(a) lim gla+h)—g(a)

= ['(a)g(a) = f(a)g'(a).

Spojitosti funkce g jsme vyuzili pfi vyjadieni limity: limy,_,o g(a + h) = g(a).
iii. Funkce g spojitd v a a g(a) # 0, tedy 3§ > 0 Vh € U(a,9) : g(a + h) # 0. Déle:

= lim
h—0 h
o o Bgla) = f(aa(a) + Fa)gla) = fla)gla+ 1)
finy oo+ Wgla)h
L Jat = f@ o glath) =gl
" h—0 gla+ h)g(a) (llzaog( )}lz—>0 +Ilz—>0( I ))}lz—>0 )

= 77y W@f (@ = fla)g (@)

Véta 3.56 (derivace slozené funkce). Necht f md derivaci v bod€ yo, g md derivaci v xo a
je v xg spojitd a yo = g(xo). Pak:

(f o 9)(w0) = f'(y0)g'(z0) = f'(9(20))g (o),

je-li vyraz vpravo definovdn.
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P¥iklad 3.57. Urcéete derivaci funkce e** v bodé a.
Funkce e je slozené funkce f(g(x)) :

fly)=e" g(x) =2* f(y) =, ¢ (x) =2z

Potom:
(™) =e" - 2.

Diikaz. Potrebujeme upravit nasledujici limitu:

o g+ ) = flg(@)

h—0 h

7 existence derivace funkce f v bodé y, vime, zZe tato funkce je definovana na jistém okoli
toho bodu: U(yp,€). Funkce g je spojitd v z¢ a g(xg) = yo. Z toho vyplyva, ze 3§ > 0 :
g(U(z0,9)) C U(yo, ) a tedy Ze slozend funkce f o g je definovand na U(xo,9).

Zabyvejme se nejprve piipadem, kdy derivace funkce f v bodé y, je vlastni, tj. f'(yo) € R.
Definujme nasledujici funkeci:

F)—F (o)
F(y) — I Y—yo ) 7é Yo
I (o) Y = Yo

Funkce F' je spojita v bodé yo. Diky spojitosti funkce g plati lim, _,,, g(z) = g(x¢) = yo. Dle
vety o limité slozené funkce (Véta 3.21), podminka (P1) plati:

f'(yo) = lim F(y)

o g(x) - g(xo) T — 2
~ Jin Flglo) 77— 00
= Jim Flg(e) Jip 957900
= f'(y0)g' (o).

Uvazujme nyni ptipad, kdy derivace funkce f v bodé vy, je nevlastni, tj. f'(yo) = +00. V
tomto pripadé musi platit, ze ¢'(zo) # 0, jinak by nebyl vyraz f'(yo)g' (o) definovan. Z toho
vyplyva, ze:

35>0vmep(x0,5):w7éo,
— 40
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a tedy, ze na tomto okoli g(x) # g(xo). Definujme dale funkci F(y) pro y # yo:

F(y) = f(y; : ZJ:O(?JO)_

Potom muzeme psat:

lim

= f’(yo)g’(xo)

flg(2)) = flg(x0)) _ . Flg(x) - 9(x) — g(o)

T—T0 xr — IO T—T0 €xr — IO

(viz niZe)

V poslednim kroce jsme vuyzili véty o limité slozené funkce (Véta 3.21) a podminky (P2):

g(x) nenabyva své limity na okoli .

]

Véta 3.58 (derivace inversni funkce). Necht f je na intervalu (a,b) spojitd a rostouci (kle-
sajici). Necht f ma v bodé xy € (a,b) derivaci f'(xg) vlastni a riznou od nuly. Potom md

funkce =1 derivaci v bodé yo = f(xo) a plati:

) (0) =

F'(f (o))
Diikaz. Definujme funkei F(z) :
f(z)—f (o)
Fa)={ o T7
I (o) T = .

Tato funkce je spojita v bodé zy. Definujme dale funkei g(y) :

9(y) = ().
Funkce inversni k f je spojita (Véta 3.34), a tedy:

lim g(y) = lim f~'(y) = f~'(yo)-

Y—Yo Yy—Yo

Potom dle véty o limité slozené funkce (Véta 3.21, (P1)):

lim F(g(y)) = f'(wo)-

Y—Yo

Zaroven ovsem:

| SO SO )
O Ty

Nakonec tedy:
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Poznamka 3.59 (Derivace elementéarnich funkef).
e (k) =0, k je konstanta.
o (z") =nz" ' neNzeR

o (") =e",zeR.

z*,x>0,aeR:

(J:a)l —_ (ealoga:>/ — 6alog:p . (aloga:)’ — 2. ﬁ _ ax“il.
X

e sinzx:

(sinz) = lim sin(z + h) — sin(z)
h—0 h
_ hm 2 Sin(:ﬂ-ﬁ-g—m) Cos(w-l-g-l-x)
h—0 h
. sin(%
=iz

: }lgr(l)cos(x + 5)
=1-cosx =coszx.

® COSXT :

(cosz) = lim cos(x + h) — cosx
h—0 h
- sin(z + 2) sin(2)
= s h

e tanx :

(tan z)’ = (sinx)’

COS T
sin’ z cos x — sin x cos’ x

cos? x
cos?z + sin’z
cos? x
1
cos?x’

e (cotgz) = ——%—, analogicky.
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e arcsinz,x € (—1,1):

1
(arcsinz) = — (pro y = arcsinz, Véta 3.58)
sin’y
1
~ cosy
1
= (cos’y =1 —sin?y =1 — 2?)
V1—a?
o (arccosz) = — .
e (arctanz) = ﬁ
o (arccotgr) = — 3o

Véta 3.60 (Fermatova). Necht a € R je bod lokdlniho extrému funkce f na M. Pak f'(a)
neexistuje nebo f'(a) = 0.

Diikaz. Sporem. Necht v bodé a existuje nenulova derivace, tj. f'(a) # 0. Necht je bez Gjmy
na obecnosti f’(a) > 0. Potom:

36 > 0Vz € P(a,d) : Jw > 0.
Zvolme ¢ = £ /éa). Potom:
36 > 0Vz € P(a,6) : |f(“2 - Z(a) flla)] < f/;“).

Po upravé:
/ —
Vo € P(a,0):0< f'{a) < /() f(a)‘
2 Tr—a
Potom pro z € P(a,0) : © —a > 0, a tedy f(x) — f(a) > 0. Naopak, pro x € P_(a,9) :
x—a<0,atedy f(xr)— f(a) < 0.V tom pripadé ovsem bod a neni ani lokdlnim maximem,

ani lokalnim minimem. O

Poznamka 3.61. V typické tloze mame spojitou funkci na intervalu [a, b] a nasim tkolem
je nalézt jeji maxima a minima:

a. Dle véty o spojitosti funkce a nabyvani extrému (Véta 3.31) vime, ze tato funkce nabyva
na daném intervalu [a, b] svych extrém.

b. Déle dle Fermatovy véty (Véta 3.60) vime, v jakych bodech se tyto extrémy mohou
nachazet, tj. vime, kde hledat:

{z € [a,b], f'(z) =0} U{z € [a,b], f'(z) neexistuje} U {a, b}
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Véta 3.62 (Rolleova). Necht f je spojitd na intervalu [a, b, f'(x) existuje pro kazdé x € (a,b)
a f(a) = f(b). Pak existuje € € (a,b) : f'(§) =0
Diikaz. Pokud pro Vz € [a,b] : f(z) = f(a), potom Yz € (a,b) : f'(z) = 0.
Necht existuje = € (a,b) tak, ze f(z) # f(a). Necht bez Gjmy na obecnosti f(z) > f(a).
Spojita funkce na [a, b] nabyva extrémi, a tedy dle Véty 3.31:
3 € fa,b] : f(§) = max f(x).

Jelikoz vime, 7e Az € (a,b) tak, ze f(x) > f(a), vyplyvd, ze £ # a a £ # b. Déle z predpokladu
vime, ze f’(x) existuje pro vSechna x € (a,b). Z toho nutné vyplyva, ze f'(§) = 0. O

Véta 3.63 (Lagrangeova véta o stiedni hodnoté). Necht je funkce f spojitd na intervalu
la,b] a md derivaci v kaZdém bodé intervalu (a,b). Pak existuje & € (a,b) tak, Ze

ey J(0) = fla)
Diikaz. Definujme nasledujici funkei:
f(b) — f(a)

Tato funkce je spojitd na [a, b] a zaroven ma derivaci na (a, b). Dale F'(a) = F(b) = 0. Funkce
F(z) tedy na intervalu [a, b] splnuje podminky Rolleovy véty (Véta 3.62), ze které vyplyva,
ze existuje £ € (a,b) tak, ze F'(§) = 0. Potom:

0=rF() = -0- 1O
a tedy:

]

Véta 3.64 (Cauchyho véta o stfedni hodnoté). Necht f, g jsou spojité funkce na intervalu
la,b] takové, Ze f md v kaZdém bodé (a,b) derivaci a g md v kaZdém bodé (a,b) vlastni
derivaci riznou od nuly. Pak existuje £ € (a,b) tak, Ze

f'(€) _ f(b) — f(a)
g€ g)—gla)

Diikaz. 7 predpokladi vyplyva, ze g(b) # g(a), protoze jinak by dle Rolleovy véty (Véta 3.62)
existovalo x € (a,b) : ¢'(z) = 0. Definujme podobné jako vyse nasledujici funkci:

H{(z) = (f(0) = f(a))(9(x) — g(a)) — (f(x) — f(a))(g(b) — g(a))-
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Funkce H(z) je spojitd na [a,b] a ma na intervalu (a,b) derivaci. Dale H(a) = H(b) =0 a
tedy dle Rolleovy véty (Véta 3.62)

3¢ € (a,b) : H'(€) = 0.

Potom:
0=H'(&) = (f(b) — f(a))(g'(§) —0) = (f'(z) — 0)(g9(b) — g(a))
a tedy:

Véta 3.65 (I'Hospitalovo pravidlo).

(i) Necht a € R* lim, .y f(z) =lim, .1 g(x) = 0 a necht existuje lim,_,,

lim @ = lim fz)
z—a+ g(g}) T—a+ g’(x) ’

(ii) Necht a € R*,lim, o [g(x)| = o0 a necht existuje lim, oy I8 Pak

lim /(@) = lim f(z)

T—a+ g(gj) T—a+ g/(x) )

Poznamka 3.66 (Priklad vyuziti I'Hospitalova pravidla). Vypoététe nasledujici limitu:

sinx —x
lim —.
x—0 x3

Limita je typu 2 5 je zde tedy Sance na pouziti bodu (i) z 'Hospitalova pravidla. Vyjadfeme

limitu derivaci: _ )
. (sinz —x) ~ cosz—1
lim ———% = lim .
z—0 (;p3)’ z—0 322

Dostali jsme znovu limitu typu %. Pokusme se znovu zderivovat jak citatel, tak jmenovatel:

y (cosw —1)" i —sinx
230 (322) e 61
. —1 . sinz
= lim — - lim
z—=0 6 z—0 g
1
=5 (li £ =1, Véta 3.42)
Diky I'Hospitalovu pravidlu dostavame:
I sinx —x Y cosx — 1 . —sinz B 1
20 28 en0 322 e 6r 6

Mimochodem, pro vyjadieni posledni limity jsme mohli misto vlastnosti sina pouzit dalsi
iteraci I’'Hospitalova pravidla; vysledek bychom dostali stejny.
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Dikaz.

() e aeRlim, . 58 =AcR

Jelikoz limita je definovana pouze pro realné funkce, vyplyva z existence lim,_, %,
ze:

30 > 0Va € Pi(a,0): f'(x) e Rag'(x) e R\ {0}

Dodefinujme funkce f a g tak, ze f(a) = g(a) = 0. Vezméme néjaké x € P, (a,d).
Funkce f a g jsou spojité na [a, x], nebof maji vlastni derivaci na intervalu (a, x|
a v bodé a jsme spojitost dodefinovali. Tim jsou splnény predpoklady Cauchyho
véty o stfedni hodnoté (Véta 3.64) a plati, ze

YV € P+(a,5) Elg(l’) e (a,x) : f/<€($)) _ f(l') - f(a) pfi:azo M

g'(&x)  glz)—gla) 9(x)

f'(z)
g'(z)

vime, ze

361 < 6 Va € Py(a,6y) : ggg

Nyni, Vo € P, (a,6,) plati, 7e a < £(z) < z, a tedy L&) € U(A, ¢), a tim padem

Zvolme € > 0. Z existence lim, .

e U(Ae).

g’ (£(x))
i % € U(A,¢). Proto:
lim —f(x) =A
T—a+ g(;p)
e 0= —00,lim I@) — 4 e R
) T—a+ g’(a:) .
Jelikoz plati:
1
lim h(z) =C <= lim h(——)=C,
T——00 z—04+ x

muizeme tento pripad prevést na predchozi pomoci substituce.

Definujme nasledujici dvé funkce:

1
F(y) = f(—;), Gy) = g(—;)
Jejich derivace jsou rovny:
W= FCHL), @) =g
F(y) = f( y)(y2), G'(y) =4 y)(y2).

Potom:

o 1) oy FW o P =6 _ f'()

im0 g(x) w0t Gly) w0 Giy) w0t (=) () e g()
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(ii) Tuto variantu si dokdzeme pouze pro pripad a € R, lim,_,, g :Eg =AeR lim; .y g(x) =
00.

Zvolme 0 < € < 1. Z predpoklad vime, ze:
f'(y)
9'(y)

Zvolme pevné y € P, (a,61). Z lim,_ oy g(x) = oo déle vyplyva, Ze:

3(52<51VCC€P+(CL,52)5|M|<5/\|Ly)|<€

g() g9()

Necht z € P.(a,d2) : a < z < y. Potom na [x,y] spliuji funkce f,g predpoklady
Cauchyho véty o stfedni hodnoté (Véta 3.64), a tedy:

fly) = f(x) _ 1§

351>0Vy€P+(a,51):| —A|<€

H ) S gl )
Foton GG
ﬂw—ﬂwzy@ﬁ@—g%ﬂwi

Po vydéleni obou stran rovnice vyrazem ﬁ :

Potom:
flz) '€  fly) 1) gly)
o) =M =190 T T @ g
&) — 119 9w) ) rojuhelnikova nerovnos
=Ly Mg g ! (rerihetnis V
<e+ (Al +e)e+e.
A tedy: @)
m 1) _
xl—l}gl+ g(x) =4

]

Véta 3.67 (derivace a limita derivace). Necht je funkce f spojitd zprava v a a necht existuje
limg o4 f'(z) = A € R*. Pak f' (a) = A.
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Diikaz. Vyjadieme f’ (a) pomoci definice:

oy = e 4 @) = fla)
fla) =t =
= lim fz)
z—at+ 1

= A.

(L’Hospitalovo pravidlo, nutno ovétit podminky)

Nyni je tfeba ovérit, ze pouziti L’Hospitalova pravidla (Véta 3.65) bylo korektni. Jde jedno-

duSe nahlédnout, Ze se jednd o pifpad (i): 2. O

Definice 3.68. Necht J je interval. Mnozinu vSech vnitinich bodi J nazyvame vnitiek J a
znacime int J.

Véta 3.69 (o vztahu derivace a monotonie). Necht J C R je interval a f je spojita na J a
v kaZdém vnitrnim bode J ma derivaci.

(i) Je-li f'(x) >0 naint J, pak je f rostouci na J.

()
(ii) Je-li f'(x)
()
(z) <

na int J, pak je f klesajici na J.

<0
(iii) Je-li f'(z) >0 naintJ, pak je f neklesajici na J.

(iv) Je-li f'(x

0 na int J, pak je f nerostouci na J.

Diikaz. Ukézeme si pouze prvni pripad; ostatni se dokazuji analogicky.
Meéjme body a,b € J,a < b. Funkce f je spojita na [a, b] a ma derivaci v kazdém vnitinim
bodu intervalu (a,b). Dle Lagrangeovy véty o stiedni hodnoté (Véta 3.63) plati, ze

f(b) ~ fla)

3 € (ah): f16) = —

Jelikoz dle predpokladi f/(£) > 0 a zaroven b —a > 0, musi platit i f(b) — f(a) > 0. Funkce
f je tedy na intervalu J rostouci. O

Poznamka 3.70. Implikace v predchozi vété neplati v opa¢ném smeéru: Uvazujte naptiklad
funkci f(z) = 2 a piipad (i).

Definice 3.71. Necht n € N,a € R a nechf f ma vlastni n-tou derivaci na okoli bodu a.
Pak (n + 1)-ni derivaci funkce f v bodé a budeme rozumét:

) (g) = lim ™ (a + hf)L - f(n)(a)'
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3.6 Konvexni a konkavni funkce

Definice 3.72. Necht f ma vlastni derivaci v bodé a € R. Oznac¢me
T =A{lz.yl.x e Ry = f(a) + f'(a)(x — a)}.
Rekneme, 7e bod [z, f(z)],z € Dy lezi nad (pod) te¢nou Ty, jestlize plati:
f(x) > fla) + fl(a)(z — a)(f(z) < fa) + ['(a)(z — a)).

Definice 3.73. Funkce f md v bodé a inflexi (a je inflexni bod), jestlize f'(a) € R a existuje
A > 0 tak, ze

(i) Yz € (a — A, a) : [z, f(z)] lezi nad tecnou,

(i) Vo € (a,a+ A) : [z, f(x)] lezi pod tecnou,
nebo

(i) Yz € (a — A, a) : [z, f(z)] lezi pod tecnou,

(i) Vo € (a,a+ A) : [z, f(x)] lezi nad teénou.

Véta 3.74 (nutnd podminka pro inflexi). Necht f”(a) # 0. Pak a neni inflexni bod funkce
f.

Diikaz. Necht je bez Gjmy na obecnosti f”(a) > 0, a tedy
/ ol
P - )

r—ra T —Q

0.

Ukéazeme, ze body [z, f(z)] lezi nad teénou T, jak v levém, tak v pravém okoli bodu a.
Diky predpokladu f”(a) > 0 existuje 6 > 0 tak, ze :

Vo € Pi(a,d): f'(x) > f'(a) ANVx € P_(a,d) : f'(z) < f'(a).

Zvolme libovolné y € Py (a,d). Funkce f je spojita na [a,y] a m4a vlastni derivace ve vSech
bodech intervalu (a,y). Potom dle Langrageovy véty o stfedni hodnoté (Véta 3.63):

f(y) = f(a)

3 € (a,y) : f'(a) < f1(&) = y—a

Pro vSechna y € P, (a, ) tedy plati:

fly) > fla) + f(a)(y — a);

jinymi slovy, lezi nad tecnou 7.
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Zvolme nyni libovolné z € P_(a,d). Analogicky ukizeme, ze

16 € (a): fla) > £l = LA =IE)

a—z

a tedy, ze pro vSechna z € P_(a,0) :

f(z) > fla) + f'(a)(= — a)
]
Véta 3.75 (postacujici podminka pro inflexi). Necht ezistuje f'(a) € R a necht existuje

0 >0 tak, Ze :
Vo € Pi(a,0): f"(x) > 0AVz € P_(a,0) : f"(x) <O0.

Pak z je inflexni bod f.
Diikaz. Jelikoz f"(a) > 0 na Py (a,d), je dle véty o vztahu derivace a monotonie (Véta 3.69)

f'(z) rostouci na Py (a,d), a tedy Vo € P (a,d): f'(z) > f'(a).
Zvolme = € Py (a,0). Dle Lagrangeovy véty o stiedni hodnoté (Véta 3.63) plati, ze:

f(@) = f(a)

r—a

31 € (a,7) : f'(a) < f1(&) =

Z tohoto vztahu vyplyva, ze funkce je nad tecnou 7, v pravém okoli bodu a.
Analogicky ukézeme, ze v levém okoli bodu a je funkce pod te¢nou T,, ¢imz jsou splnény
podminky pro inflexi. O

Definice 3.76. Funkci f na intervalu I nazveme konvexni (konkévni), jestlize:

f(xa) — f(21) f(xs) — f(z1)

To — X1 T3 — X1

f(xz) — f(z1) > f($3) - f(%)) .

To — 1 T3 — I

Vry, 20,03 € 1,01 < 19 < x3 —>

IN

(VIl,SL’Q,IEg GI,LEl < Lo < T3 —

Funkci nazveme ryze konvexni (ryze konkavni), je-li prislusna nerovnost ostra.

Poznamka 3.77 (ekvivalentni definice konvexity). Funkce f je na intervalu J konvexni,
pokud:
Va e (0,1) Yo,y € J: flax + (1 —a)y) < af(z) + (1 —a) f(y).

Lemma 3.78. Necht je funkce f na intervalu I konvexni, pak:
f(z2) — f(z1) < flz3) — f(z1) < f(z3) — f(2)

V$1,l‘2,l’3€[,$1<1}2<$3 — <
Tog — X7 T3 — I T3 — T2
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Diikaz. Platnost prvni nerovnosti je dana jiz z definice konvexnosti. Nés proto zajima druha
nerovnost, tj. chceme dokazat, ze plati:

f(w3) — f(xl) f($3) — f(z2)

< .

Vxl,xg,x3ef,:c1 < Ty < Ty —

Tr3 — X1 T3 — T2
Plati:
fxs) = f(zo)  flxs) = fz1) + fz1) — fl22)
T3 — T2 - T3 — T2
_ f(ws) — fla) _ f(x2) = f@1) 22 — 2
N T3 — T2 To — X1 T3 — X2
> flwa) = Jl@) _ fl@s) = fla) vz — 2 (z definice konvexity)
T3 — To T3 — X1 T3 — X2
> flas) — f(1) _ f(ws) = f(@1) 22 — 3y
- T3 — T2 T3 — T2 T3 — T
> flzs) = f(a1) <1 T2 —901)
T3 — T2 T3 — I
> f(xs) — fz1) <$3 — T — T2 +I1)
T3 — T T3 — X1
_ [fws) = )
N T3 — I

Lemma 3.79. Necht je funkce f na intervalu I ryze konvexni, pak:

R flao) = flar) _ flas) = flan) _ flzs) = flaa)
To — I T3 — X1 T3 — T2

Véta 3.80 (konvexita a jednostranné derivace). Necht je funkce f na intervalu J konvexni
aac€intJ. Pak f\(a) €R a f' (a) € R.

Diikaz. Omezime se na dikaz existence f! (a). Pfipad jednostranné derivace zleva se dokazuje
analogicky.
Nasim tkolem je dokazat, ze limita:

i {@) = f(@

r—a+ €T — Q

existuje a ze je redlna. Z konvexity funkce f na J vyplyva, ze existuje d > 0 tak, ze funkce

je na (a,a + ) neklesajici a tedy dle véty o limité monoténni funkce (Véta 3.23) ma limitu

A.
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Navic, necht y € J,y < a. Potom dle lemmatu 3.78 plati:

flo) = f(y) _ f@) = fla)

a—1vy B r—a

Vo € (a,a+9):

Funkce H(z) je tedy na (a,a + ) omezena zdola a A € R. O
Véta 3.81. Necht f je konvexni na otevreném intervalu J. Pak je f spojitd na J.

Diikaz. Uvazujme libovolny bod a € int J. Funkce f je konvexni a tedy dle véty o konvexité
a jednostrannych derivacich (Véta 3.80) existuji jednostranné derivace funkce f v bodé a. Z
véty o vztahu derivace a spojistosti a ndsledujici poznamky (Véta 3.53, Poznamka 3.54) déle
vyplyva, ze funkce funkce f je v bodé a spojita zleva i zprava, a tedy spojita. n

Véta 3.82 (vztah druhé derivace a konvexity (konkavity)). Necht f md na intervalu (a,b)
spojitou proni derivaci.

(i) Jestlize Vx € (a,b) : f"(x) > 0, pak f je konvexni na (a,b).

( (x)
(i1) Jestlize Vx € (a,b) : f"(x) <0, pak f je konkdvni na (a,b).

(iii) Jestlize Y € (a,b) : f"(x) > 0, pak [ je ryze konvexni na (a,b).
( (x)

) :
) :
)
) :

(iv) Jestlize Vx € (a,b) : f"(x) <0, pak f je ryze konkdvni na (a,b).

Diikaz. Ukézeme si pouze piipad (i); ostatni se dokazuji analogicky.
Necht 21, 9, 23 € (a,b), 21 < x5 < x3. Dle Lagrangeovy véty o stiedni hodnoté (Véta 3.63):

f($2) - f(xl) A f/(&) _ f($3) - f(%)_

Lo — X1 XT3 — X2

=SHE f’(éﬁ) =

Déle, jelikoz Vx € (a,b) : f"(z) > 0, prvni derivace funkce f je dle véty o vztahu derivace a
monotonie (Véta 3.69) neklesajici funkce. Protoze & < &, plati f/(&1) < f'(&2), a tedy:

f(ZUQ) - f(ﬂﬂl) < f(953) - f(xz)

Ty — a1 T3 — Xy

po uprave:
T3 — T2

fxs) > (f(22) — f(21))

Odectéme od obou stran nerovnice vyraz f(zy) :

+ f(z2).

To — 1

T3 — T2

f(xs) = f(x1) > (f(z2) — f(21))

+ f(z2) — f(21)

To — X7
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L a upravme:
——

a nasledné je vynasobme vyrazem
3

fWﬂ_f@”z(ﬂmy—ﬂm»( o — )

T3 — a1 (xz - xl)(xi’» - $1) xr3 — a1
T3 — To + To — 2

(2o — 21)(23 — 71)

= (f(%) - f(xl))
_ fla) = f(21)

Ty—x1

Tim jsme ukazali, Ze funkce f je konvexni (a,b). O

3.7 Prubéh funkce

Definice 3.83. Rekneme, Ze funkce ax + b,a,b € R, je asymptotou funkce f v 400 (—o0),
jestlize:

I () — (@ + 8)) =0
( lim (f(z) — (ax +0)) =0)

T—r—00
Véta 3.84 (tvar asymptoty). Funkce f md v oo asymptotu ax + b, pravé kdyz

limmzaERa lim (f(z) —ax) =beR.

T—00 €T T—00

Dikaz.

— Pouzijeme vétu o aritmetice limit funkci (Véta 3.16) a rozepiseme obé limity. Pro
koeficient a:

lim 7f(a:) ~ lim f(x)—(ax+b)+ lim ax—i_bég—i—a:a.

T—00 €T T—00 € T—00 X o0

Rozepsani je platné, jen pokud pravé strany maji smysl (proto ty otazniky nad rov-
nitky). V tomto pripadé smysl maji a pouziti véty o aritmetice limit funkei je tedy
korektni.

Podobné pro koeficient b :

lim(f(x)—ax); 1im(f(x)—a$—|—b)+xli_>rglob;0+b:b.

T—00 T—r00

lim (f(z) — (az + b)) = lim (f(z) — az) — limb = b — b = 0.

T—00 T—00

Poznamka 3.85. Pri vysettreni pribéhu funkce provadime nasledujici kroky:
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1. Ur¢ime defini¢ni obor a obor spojitosti funkce.
Zjistime pruseciky se souradnymi osami.
Zjistime symetrii funkce: lichost, sudost, periodicita.

Dopocitame limity v ,krajnich bodech defini¢niho oboru.”

ATl R

Spocteme prvni derivaci, uréime intervaly monotonie a nalezneme lokalni a globélni
extrémy.

6. Spocteme druhou derivaci a uré¢ime intervaly, kde je f konvexni nebo konkévni. Urcime
inflexni body.

7. Vypocteme asymptoty funkce.

8. Nacrtneme graf funkce a uré¢ime obor hodnot.
Priklad 3.86. Vysettrete pribeh funkce:

fx) = @ +2)2 = (@ —2)2.

1. Uréime defini¢ni obor a obor spojitosti funkce.

D; =R, funkce je spojitd na R.

2. Zjistime priiseciky se soufadnymi osami.

Polozme x =0 :

F0) = /(0+2)2 - 022 =0,

ay=0:

0=(x+2)?2— (z—2)?
S +2)2 = Yz —2)

P tdr+4=2>—4xr+4
x = 0.

Jediny prusecik s osami z a y je bod PJ0,0].

3. Zjistime symetrii funkce: lichost, sudost, periodicita.

Pro urceni parity funkce vyjadiime f(—zx) :
f(=2) = y(=2+2)? = {J(-x - 2)?
= (12— 22 = (-1 +2)?
= (& —2)2 — (z +2)2

= —1({/(x + 22 = (@~ 2)?)
= —f().
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Funkce f je licha.

4. Dopocitame limity v ,krajnich bodech defini¢niho oboru.

Jim f() = lim (e +2)° = (e - 22
e+ 20+ Yo +22 -2 + @ —2)f

\3/(93+2)4+ \3/(x+2)2($_2)2 N \3/(33 ~ )
(z+2)% — (z —2)

= lim {/(z +2)? — {/(z - 2)

T—00

= lim (vzorec pro a® — b?®)
T W+ 2)+ (@ + 22 — 2)2 + (2 — 2)!
1
~ lim 14: lim — = 0.
T—r00 T3 T—00 T3

5. Spocteme prvni derivaci, uré¢ime intervaly monotonie a nalezneme lokalni a globélni
extrémy.

(a) Derivace.

Wl

f/($):§(gj—|—2) Tl-Z(p-2)it

=Wl o

21
S 3\Vr+2 Yx-—2
Tento vyraz plati pro Vo # 4+2. Pro urceni derivace v bodech x = 42 se pokusime

vyuzit véty o derivaci a limité derivace (Véta 3.67):

Jim fi(z) = —s0 = f1(2) = —ox.

lim f'(z) = 4+00 = [f'(2) = +o0.

T—2—

Diky lichosti funkce plati:
f1(=2) = =f1(2) = +o0,
fL(-2) = —1(2) = —oo.
(b) Intervaly monotonie.
Urc¢ime intervaly, kde f'(z) >0, f'(z) <0 a f'(x) =0:
1 - 1
vr+2 Jxr—2
1 1
>
r+2 x-2
— z€(-2,2).

fl(z) >0 <

—
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Podobné
f'(x) <0 <= x € (—00,—2) Ve (2+00).
Déle vyplyva, ze Vo € Dy : f'(x) # 0.
(c¢) Globalni extrémy.
Dle Fermatovy véta (Véta 3.60) hleddme globélni extrémy v bodech, kde f'(z) = 0
nebo f’(z) neexistuje. V nasem piipadé: = € {—2,2}.
Dle intervalti monotonie uré¢ime, ze f mé globalni minimum v bodé —2 a to —v/42

a globalni maximum v bodé 2 a to v/42.
(d) Prvni hruby nacrt grafu funkce.

Vime, ze v lim,_,_ f(x) = 0, poté funkce klesd az do bodu = = —2, poté roste
do bodu = = 2 a pak zase klesa, az k nule (lim,_, f(z) = 0).
f(x)
| x
—2 2

6. Spocteme druhou derivaci a uré¢ime intervaly, kde je f konvexni nebo konkévni. Urcime
inflexni body.

(a) Druha derivace.
Vo € Dy \ {£2} plati:

)=~ (e +27F — (@ -2)3).

(b) Konvexita, konkévita.
Musime urcit intervaly, ve kterych f”(x) > 0 nebo f”(z) < 0. Plati:

ol
ol

") >0 <= (42)75 < (z—2)73,

cols

(@) <0 = (x+2)73 > (z—2)77,
a tedy funkce f je:

e konvexni na (0,2) a (2, +00),
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e konkdvni na (—oo, —2) a (—2,0).
(c) Inflexni bod.
Z vyrazu pro druhou derivaci vime, ze f’(z) =0 <= x = 0. Zaroven jsme jiz
urcili, ze f”(x) < 0na (—2,0) a f”(x) > 0 na (0,2). Tim jsme splinili postacujici
podminku pro inflexi (Véta 3.75), a proto se v x = 0 nachézi inflexni bod.
7. Vypocteme asymptoty funkce.

Jelikoz lim, o, f(x) = lim,, o, f(z) = 0, asymptoty splyvaji s osou z.

8. Nacrtneme graf funkce a uré¢ime obor hodnot.

Hy = [—V/42, V42

3.8 Tayloriv polynom

Definice 3.87. Necht f je redlna funkce, a € R a existuje vlastni n-ta derivace f v bodeé a.
Pak polynom

Tf* () = fla) + F@)@ = a) + oot fO = a)”

nazyvame Taylorovym polynomem radu n funkce f v bodé a.

Poznamka 3.88 (vlastnosti Taylorova polynomu).
o deg T4 (x) < n.

e Derivace Taylorova polynomu:

(T1Y() = 0+ f1@) 1+ [0 a) e (o= )

=T 5(x).
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Lemma 3.89. Necht @ je polynom, a € R,deg@ < n a lim,_,, % =0. Pak QQ = 0.

Diikaz. Lemma dokdzeme indukei. V zékladnim kroce (n = 1) je polynom @ linedrni. Déle:

Q) =ty (L - )

r—a rT — Q

~ lim Q) lim(z —a)” (aritmetika limit funkci, Véta 3.16)
r—a Tr— Q r—a
=0-0=0. (predpoklad)

Polynom @ tedy muzeme vyjadrit jako Q(x) = ¢(x — a). Nakonec odvodime, ze koeficient ¢
je roven nule, jelikoz:

Ozlim@:hmmzhmc:c.
:L‘—)ax_a Tr—a T — Q Tr—a

V indukénim kroce (n — 1 — n) plati podobné jako vyse, ze a je kofenem polynomu @,
a proto jej mizeme vyjadrit jako:

Q(r) = (z — a)R(z),
kde R je polynom a deg R < n—1. Dle indukéniho predpokladu je R =0,atedyi @ =0. O
Véta 3.90 (o nejlepsi aproximaci Taylorovym polynomem). Necht a € R, f™(a) € R a P

je polynom stupné nejvyse n. Pak

hmM:O — p=T/"
T—a (.fl? _ a)n n

Dikaz.

<= Vyuzijeme matematickou indukci. Pro pripad n =1 :

@) =T @)~ fle) -~ M) —a)

lim
Tz—a T —a T—a r—a
i (f @) = fla) _ f’(a))
r—a T — a
= ['(a) ~ f/(a) = 0.
Indukéni krok:
_ Tfa "(x) — (T]e
iy POy POV il (v 369, )
1 fla) = T (@)

-0=0 (indukéni predpoklad)



—> Rozepisme limitu na levé strané implikace za pouziti véty o limité limit funkei (Véta 3.16)
jako soucet dvou limit:

P@) - Ti(@) 2 P() ~ f()
i—)a (3; — a)" aln—m (iL‘ — a)” r—a (33 _ &)n

Vyraz A je roven nule dle predpokladt. Vyraz B je dle predchoziho bodu taktéz roven
nule, a proto

P(z) — T}(x)
r—a (x — a)”

Diky lemmatu 3.89 plati P = T/,

=0

O

Véta 3.91 (Taylor, ¢ obecny tvar zbytku). Necht funkce f md vlastni (n + 1)-ni derivaci
v intervalu [a, x] a necht ¢ je spojitd funkce v [a, x| a md vlastni derivaci v (a,x), kterd je v
kazdém bodé tohoto intervalu riznd od nuly. Pak existuje £ € (a,x) tak, Ze

_ ,a _ iqb(l’) — ¢(a) (n+1) s\
) = fe(a) = LD oo - g
Specidlné existuje & € (a,x) tak, Ze
flz) = TH(z) = (n—|1—1)'f(n+1)(§1)(x —a)"™ (Lagrangeiv tvar zbytku)

a existuje & € (a,x) tak, Ze
1
f(x) = TH(z) = —'f(”ﬂ)(fg)(:c — &) (x — a). (Cauchyho tvar zbytku)
n!

Diikaz. Rozdil f(x) — T%(x) nazyvame zbytek. Pro t € [a, 2] definujme nésledujici funkei:

(n)
F(O) = 10) = Tf(0) = 1) = (50) + 7@ =)+ T
Tato funkce je:
e spojitd na [a, x],
e m4 vlastni derivaci na (a, z),

o F(x) =0,

o Fla) = f(z) = T*(x).
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Dle Cauchyho véty o stfedni hodnoté (Véta 3.64):

F'(§) _F(z)—F(a) _0—(f(x) - T)*(x))
FEOT G T dw el e —dla)

z ¢ehoz po tupravé dostavame:

gy F©

fla) =T (x) @@ﬁd) ¢(a))
Vyjadireme si nyni derivaci funkce F':
/ ! " ! f(n—H)(t) f(n) -1
FH) =0~ (F()+ 0~ )+ FO) ++ Dy Do o
(n+1)
= Ly

Tento vyraz nyni muzeme dosadit do vzorce zbytku, ktery jsme vyjadrili vyse, a ziskame
vyraz pro obecny tvar zbytku:
O gy
flx) =TI (x) = - o(x) — o(a
(z) (z) 0 (0(x) — ¢(a))
_}7() ¢(a)
nt o ¢(¢)

Pro Lagrangetv tvar zbytku volime ¢(t) = (z — t)"™!. Potom:

¢(x) = da) =0 — (z —a)"*,
¢'(t) = (n+1)(x —1)"(=1),

a po dosazeni do obecného tvaru zbytku pro & € (a,x) :

N ptars :i —(z — a)™*!
flz) = T (@) nl(n+1)(z—&)"(-1)

(n%l- 1)!f(n+1)(§1)(x — )"

Podobné pro Cauchyho tvar zbytku volime ¢(t) = t. Potom:

¢(z) = ¢la) =z - a,
¢'(t) =1,

a po dosazeni do obecného tvaru zbytku pro & € (a,x) :
1x—
nl f(nH)(ff )z —&)"
n!
= ﬁ(x —a) (&) (x — &)"

FrE) @ -

FO(E) (@ — &)

1
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Poznamka 3.92. Taylorova véta plati i pro interval (z,a).

Priklad 3.93 (Taylortiv polynom pro exponencidlu). Z poznamky 3.59 vime, Ze

Jelikoz pti x = 0 jsou vSechny derivace rovny 1, plati:
n J}j

exp,0 __
T = R
j=0J-

Zvolme pevné x. Potom pro dané n existuje &, € (0,z) (nebo (z,0), pokud je x < 0) tak, ze

pro Lagrangetv tvar zbytku plati:

") 1 1
er T:rp,o — % — 7' — 'eﬁnxn—l-
il (n+1)
Jelikoz e < el*l a xm*1 < |z plati:
e|z\‘x|n+1

x_Teacp,O < )
e s (n+1)!

Za pouziti véty o dvou straznicich (Véta 2.15) a lim,, %l = 0 dostévame:

lim e* — T*P0 =
n—oo n

a tedy:
ooxj
VieR:e" =) —
— jl
7=0
Specialné pro e : .
_1_0"11_1 1
e—e—;)j! UE TR

Priklad 3.94. Spoctéte hodnotu e s chybou 0.001.
Vyjadreme e jako soucet dvou sum:

> 1 LAy 1
JZO‘]' JZOJ’ j=n+1 J:
Chceme, aby:
> = <0.001,
— !
j=n+1



a nasim tukolem je zjistit hodnotu n, tj. zjistit, kolik ¢lentt Taylorova polynomu musime
spocitat pro zajisténi dané presnosti. Plati:

o0 o0
jzzn;rl =0 ”+1+.7)
. n+l1+)N>n+D)(n+1
S T T (n+ 149)! > (n+ Dl + 1))
! 1 (souctovy trické rady)
= soucCtovy vzorec geometrické rady
(n+ 1)1 — n+1
B 1 n+1
S (n+ 1) n
B 1
n-nl

Jiz ptin = 6 je = < 0.001, a ndm tedy staci spocitat prvnich 6+1 clenti Taylorova polynomu

(n se pocitd od nuly)

pprypt ot
NI Ty 24 T 120 T 720

Priklad 3.95. Dokazte, ze ¢islo e je iraciondlni.
Sporem. Necht e = %, kde p, ¢ € N. Z predchoziho prikladu vime, ze:

e e} q 1
—<e= + - —
Slce-yley dovls L
n= O n=0 n= q+1 =0
Vynédsobme nerovnici vyrazem (q - ¢!) a ziskame:
q q

1 1
(q-q!)Zg<pq!<(q-q!)Zﬁ+1‘

n=0 """ n=0

A A

Jelikoz A € N i pq! € N, dostavame spor, jelikoz pg! by muselo byt prirozené ¢islo mezi A a
A+1. O

Piiklad 3.96 (Tayloruv polynom pro funkei sin). Necht a = 0. Potom plati:

sin’(x) = cos(x), sin’(a) = 1,

sin”(z) = —sin(z), sin”(a) = 0,
sin”'(z) = —Cos(x), sin”'(a) = —1,
sin®

z) = sin(z), sin®(a) = 0.
1

9 (x) = cos(z), sin®(a) = 1, atd.
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Potom:

70 () = (0) + (11'33) + (21!0x2) + (31!(—1>x3> + (i!()a:‘*) + (51!11;5) 4o
Dale:

: sin 1 n n
’sm(aj) — IO = ‘n—l—l!f( () gt

n+1

“(n+1)!

a tim padem lim,, . (sin(z) — T5™%) = 0. Mizeme tedy psat:

00 x?n—i—l
in(z) =S (—1)"
sin(z) ;f S et
Podobné pro cos(z) :
o) . x2n
cos(z) = 7;}(—1) o)
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4 Rady

4.1 Uvod

Definice 4.1. Nechf {a,},y je posloupnost. Cislo s, = aq + as + - - - + a,, nazveme m-tym
castecnym souctem fady > 07 ; a,.
Souctem nekonecné rady > o7,
limita existuje.
Je-li lim,, , S, konecna, pak rekneme, Ze fada je konvergentni. Je-li tato limita ne-
konecné nebo neexistuje, pak fekneme, ze fada je divergentni. Tuto limitu budeme znacit

oo
n=1 a/n.

Priklad 4.2.

o L=

Diverguje, nebot sop1 = —1 a s, = 0.

a, nazveme limitu posloupnosti {s,,} pokud tato

meN»

00 1
¢ Zn:l n(n+1)

Plati:

1,1

al a2

a tedy:

Potom

e Geometricka fada: 300 ¢" ' =14+qg+¢@+ ¢+ ...

Pokud ¢ = 1, potom trivialné:
Sy = M.

Pro ¢ # 1 miZzeme vyuzit vzorecku a® — 1= (a — 1)(a" ' +a" 2+ --- + 1) a psét:

m—1
Sm:1+q+q2++qm_1:qq_1
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Pro limitu s, pri m — oo plati:

00 qg>1

lim s, =< - lg] <1

m—00 1—q
neexistuje q < —1

a fada 3°°  ¢"! konverguje pii |q| < 1.

00 1 _ x?
o Zn:lﬁ_f'

Tento vysledek si odvodime, az kdyz budeme brat Fourierovy fady.

¢

Véta 4.3 (nutnd podminka pro konvergenci tad). Jestlize je Y00, a, konvergentni, pak
lim,,_,o a, = 0.

Diikaz. Rada >0, a, konverguje, a tedy s = lim,,_, s, € R. Potom
i s = fim s = 5
Déle:
0=s—35
= Jim, st = fim s
= %igrlw(sm+1 — Sm) (aritmetika limit, Véta 2.13)

= lim a = lim a,,.

O
Priklad 4.4. Geometricka fada 2%, ¢"~! konverguje, pravé kdyz |q| < 1. Zaroveri plat:
: n—1 __
gl <1 = lim ¢" =0.
&

Poznamka 4.5. Implikaci v predeslé vété nelze obratit. Uvazujme napiiklad harmonickou
radu:
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Pro ¢éstecné soucty m a 2m c¢lent plati:

11 1
Sm=lds+ 4 +—
m

2 3
1+1+1+ +1+ L + L + +1
Sm: — — PR _ “ .. -
2 23 m . m4+1 m+2 2m
Ly
Sm_sm: PR -
2 m+1 m+2 2m
11
—2m  2m 2m
B 1
- 2m 2
a tedy:
1

VmEN:32m—sm2§.

Posloupnost {s,,} tim nespliuje Bolzano-Cauchyho podminku (Véta 2.35) a nema4 vlastni

limitu.

meN

Véta 4.6 (linearita konvergentnich rad).

(i) Necht a € R\ {0}, pak

Z a, konverguje <= Z aa, konverguje.

n=1 n=1

(i) Necht > >, a,, konverguje a >o° b, konverguje, pak
> (an + b,) konverguje.
n=1
Diikaz. Jednoduchy, s vyuzitim véty o aritmetice limit (Véta 2.13). O]

4.2 Rady s nezapornymi ¢leny
Pozorovani 4.7. NechtVn € N: a, > 0. Potom Y77, a, € R nebo >°77; a,, = +00.

Diikaz. Diky nezépornosti clent a,, je posloupnost ¢asteénych souctt {s,, } neklesajici a tedy
dle véty o limité monoténni posloupnosti (Véta 2.29) mé limitu. [

Véta 4.8 (srovnavaci kritérium). Necht > 00 a, a Y001 b, jsou Tady s nezdpornymi cleny

a necht existuje ng € N tak, Ze pro vsechna n € N,n > ng plati a,, < b,. Pak

(i) > b, konverguje = > a, konverguge,

n=1 n=1
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(it) > a, diverguje = _ b, diverguje.

n=1 n=1

Dikaz.
(i) Oznac¢me ¢asteéné soucty:
Sm =01+ ax+ -+ ap
Um:bl+b2+"'+bm.

Jelikoz > | b, konverguje, ozna¢me lim,,_,, 0,, = 0. Pro vSechna m > n, plati:

Sm:a1+a2+"'+ano+an0+1+"'+am
<y + Azt g g+ by,
§a1+a2+"'+ano+am
<ay+ag+ -+ ay, +o.

Posloupnost {sm, },,cy je tedy neklesajici posloupnost omezena shora ¢islem (a; +- - - +
an, +0) € R a dle véty o monoténni posloupnosti (Véta 2.29) ma vlastni limitu.

(ii) Ekvivalentni s bodem (i): (A = B) = (=B = —A).
[

Véta 4.9 (limitni srovnavaci kritérium). Necht Y0°, a, a >0 b, jsou rady s nezdpornymi
cleny a necht

lim & = K € R*,

n—oo
n

(i) Jestlize K € (0,00), pak Y _ b, konverguje <= Y a, konverguje.

n=1 n=1

(ii) Jestlize K = 0, pak Z b, konverguje — Z a, konverqguje.

n=1 n=1

(iii) Jestlize K = oo, pak Y a, konverguje = > b, konverguje.

n=1 n=1

Diikaz. Jelikoz obé tady jsou fady s nezdapornymi cleny, plati, ze K > 0.

(i) Z definice limity vyplyva, ze pro € = % :

dng € NVn > ng,n € N :

an K
7_K < —
oK<y

a tedy Vn > ng,n € N :
K a,
— < —< K
2 by, ’

[\ OV
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(iii)

K
—b, < a, < §Kbn.

2 2
Potom:
S . — K : PR y
Z a, konverguje —- Z Ebn konverguje (srovnavaci kritérium, Véta 4.8)
n=1 n=1

—> > b, konverguje (linearita konvergentnich fad, Véta 4.6)

n=1

Opacny smér fesime podobné:

[ee] o0 3
Z b, konverguje — Z §K b, konverguje (linearita konvergentnich rad)
n=1 n=1
—> > a, konverguje (srovnévaci kritérium)
n=1

Zvolme € = 1. Potom

dng € NVu > ng,n € N : <1

an
bn
a tedy
VYn > ng,n € N:a, <b,.

Potom, pokud >>°, b, konverguje, tak podle srovnavaciho kritéria (Véta 4.8) konver-
guje i Y00 ay,.
Zvolme L = 1. Potom dle definice nevlastni limity (Definice 2.19):

HnoeNszno,neN:Z—">L:1,

n

a tedy
VYn > ng,n € N:a, >b,.

Pokud konverguje >>°° | a,,, pak dle srovnavaciho kritéria (Véta 4.8) konverguje i > 00 by,.

]

Priklad 4.10. Urcete, zda-li nasledujici fady konverguji:

(i)

in—\/ﬁ (i) > pn?

n? +3n’

n=1

Resenti:
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(i) Pokud si z této fady vezmeme jen nejdulezitéjsi cleny, vidime, ze je podobna radé

00 n o __ 00 v _ n—y/n
nelhE = Dy n, o které vime, ze diverguje (Pozndmka 4.5). Oznacme a, = ;75" a

b, = % a pokusme se pouzit limitni srovnavaci kritérium:

n—/n

an : n2+3n

lim — = lim —5—
n—00 b n—00 1
n

n—yn

= lim
1— L
= lim ‘éﬁ
=1
Dle limitniho srovnavaciho kritéria, bodu (i) diverguje i 377 73 +\éz
(ii) Oznacme podobné a, = g— a b, 1 . Rada 3%, b, konverguje, jelikoz se jednd o
geometrickou fadu a ¢ = § < ( oznamka 4.2). Dale
nd 5
Qp, an n
L A

7i

3

V]

—(3\"
(%)

Dle limitniho srovndvaciho kritéria, bodu (ii) konverguje i fada 302 | n°3™.

%

Véta 4.11 (Cauchyho odmocninové kritérium). Necht 300, a,, je Tada s nezaporngmi cleny.

(i) 3¢ € (0,1) Ing e NVn e N,;n > ng: a, <q¢ = Z a, konverguje,

n=1

(ii) limsup a, <1 = > a, konverguje,
n—oo n=1

(1i7) lim {/a, <1 — > a, konverguge,

n=1

(iv) hm 15Up Ja, >1 = Z a, diverguje,

n=1

(v) lim {a, >1 = > a, diverguge.

n=1

Dukaz.
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(i) Oznacéme b, = ¢". Jelikoz q € (0, 1), geometrickd fada >o° ; b, konverguje (Piiklad 4.2).
Déle, jelikoz déle Vn > ng,n € N : a, < b,, dle srovnavaciho kritéria (Véta 4.8)
konverguje i fada > 07 ; a,.

(ii) Oznacme limsup {/a = A. Zvolme ¢ = =2, Potom A + ¢ < 1. Dle definice limity:
dng € N,Vn € Nyn > ng : sup{¥/ag, k >n} < A+e,

a tedy
VneN,n>ng: a, <A-+e.

Ozna¢me g = A+ ¢. Potom dle pfedchoziho bodu (i) dikazu fada .2, a, konverguje.

(iii) Jelikoz existuje lim,,—,o {/a,, existuje dle véty o vztahu limity a limes superior (Véta 2.33)
i limes superior a tyto dvé limity se rovnaji. Dle bodu (ii) fada 0%, a,, konverguje.

(iv) Jelikoz
lim sup /a, > 1,

n—0o0

existuje vybrana posloupnost {a,, },-, tak, ze

Vk e N: n/a,,,

a tedy Vk € N : a,, > 1. Tim neni splnéna nutnd podminka pro konvergenci rad
(Véta 4.3) a rada Y02, a, diverguje.

(v) Vyplyva z predchoziho bodu (iv).

Priklad 4.12. Urcete, zda-li nasledujici fada konverguje:
i n®
— 3"
Pokusime zjistit lim,,_,, {/a, a pripadné pouzit Cauchyho odmocninové kritérium. Tedy:

5 0/
. . N . n 1
lim a, = lim {/— = lim

Jelikoz lim,,_,», {/a, < 1, tak dle Cauchyho odmocninového kritéria fada > | a,, konverguje.

&
Véta 4.13 (d’Alambertovo podilové kritérium). Necht >°°, a,, je 1ada s kladngmi cleny.

(1) 3¢ € (0,1) Ing e NVn € Nyn > ny : nt1 g = Y a, konverguje.
a

n n=1
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(7i) lim sup
n—oo

(i) Jim, =

Q41

<l = Z a, konverguje.

n n=1

an+1

<l = Z a, konverguje.

n n=1

(iv) lim Intl S — > a, diverguje.

n—o00
an n=1

Dukaz.

(i)

Pro n > ng plati:

U1 < qap < @Capy < - < ¢ a

no -
Geometricka rada -
Z qn anoqlfno
konst.
konverguje (Piiklad 4.2) a tedy dle srovndvaciho kritéria (Véta 4.8) konverguje i fada
et G-

Oznacme limsup,, ,,, “*
n

existuje ng € N tak, ze :

= A <1 a zvolme ¢ = %. Dle definice limes superior

a
VnEN,nZno:sup{ k+1,k2n}<A+s.
g

Ozna¢me g = A + €. Potom plati:

an+1

Vn e N,n>ng: <q.

Qn
Dle predchoziho bodu (i) fada 322 | a,, konverguje.

azzl, existuje i limsup,,_, “Z—:l Zbytek dle predchoziho bodu

Jelikoz existuje lim,,
(ii).

Dle definice limity:

Ap+1
s,

dng e NVn e N;n >ng:
Qn,

Posloupnost je tedy poc¢inaje indexem ng rostouci a tim padem nesplnuje nutnou pod-
minku konvergence (Véta 4.3), jelikoz jeji limita nemuze byt nulova.

]

Priklad 4.14. Urcete, zda-li nasledujici fady konverguji:
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— il —.,c>0
0 5 2
ReSent:

(i) Oznacme a, = 5.

(el 3"(n + 1)° 1 )7 1
lim “ = gy S g S Ly, DT L
n—oo @, n—00 %L n—oo  3nt+lpd n—o0 3 n—oo no 3

Spocteme limitu podilu dvou nésledujicich ¢lent posloupnosti {a,} :

Jelikoz je tato limlta mensi nez 1, miazeme za pouziti d’Alambertova podilového kritéria

fici, ze fada 3207 o= > konverguje.
(ii) Analogicky:
n+1
a c
lim 2 = Jim D = i =0<1.
n—o  q, n—00 F n—oon 4+ 1

Rada Yo Cn—”!, ¢ > 0 konverguje.

Poznamka 4.15. d’Alambertovo podilové kritérium ndm nepomiize v pripadé, ze

. Qpi1
lim /4= =1.

n—oo A,

Uvazujme napriklad nasledujici dvé rady:
<1 > 1

. Ap+1
lim
n—oo a

Pro obé posloupnosti plati, ze

=1,

nicménd harmonicka fada 3°°° ,  diverguje (Poznamka 4.5), kdezto fada 3°°°

(viz déle).

’Vlln n1n2

Véta 4.16 (Raabeho kritérium). Necht Y02, a,, je Tada s kladnymi cleny.

(1) lim n(

n—o0

-1H>1 = Z a, konverguje,
Gn+1 n=1

(77) lim n( n

n—0o0

-H)<l = Z a, diverguje.
(n+1 n=1

Dikaz. Bez dikazu.

7

konverguje



Véta 4.17 (kondenzaé¢ni kritérium). Necht >0 | a,, je Tada s nezdaporngmi cleny spliujici
ani1 < a, pro vsechna n € N. Pak

Z a, konverguje <= Z 2"agn konverguge.

n=1 n=1
Dikaz.
=—> (znacme:
Sp=a1+as+ -+ ay,.

Potom:
Son — Son—1 = Agn +agn_1 + agn_o+ -+ Aon—141

2n—1 glenil

Jelikoz Vn € N : a1 < a,, plati:
2n71a2n—1 Z Son — Son-—1 Z 2n71a2n.

Tuto sadu nerovnosti secteme pron =1,...,k :

k k
Z 2“71a2n_1 Z Z(Sgn — 82n—1)
n=1 n=1

= (Sgr — Sok—1) + (Sgr-1 — Sgr—2) + -+ + (S2 — $1)

= 82k — S1
k
Z Z 2”_1a2n.
n=1

Necht fada >0 ;| a,, konverguje. Potom existuje limy o0 (Sor—$1), Fada Y00 1 (Son —Sgn-1)
konverguje a dle srovnavaciho kritéria (Véta 4.8) konverguje i fada >.°°, 2" Lay. a dle

linearity konvergentnich fad (Véta 4.6)

o0
n=

Oznacme Y2, 2" 1ayn—1 = A € R. Potom dle predchoziho bodu:

<= Necht fada Y 7 ; 2"as» konverguje. Potom konverguje i fada 3

n 1 2n_1a2n—1.

Vk € N:sop < A+ s1.

Posloupnost {sqx }, . je rostouci a omezena shora ¢islem A + s; € R, a proto ma dle
véty o limité monoténni posloupnosti (Véta 2.29) kone¢nou limitu. Rada 3°0, a,, tedy
konverguje.

]

Priklad 4.18. Dokazte nasledujici dvé tvrzeni:
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(i) Rada Y202, - konverguje, pravé kdyz a > 1.

(ii) Rada 32, m konverguje, pravé kdyz o > 1.
Resent:
Pro a < 0 plati, ze lim,, o — 0, rada >_°° L nesplnuje nutnou podminku konver-
n n=1 n

gence (Véta 4.3), a proto diverguje.
Necht o > 0. Plati, ze lim,,_, n% = 0. Dale, dle kondenzacniho kritéria plati:

> nl konverguje <= Z 2" ( ) Z (21"3‘)” konverguje.

n=1 n=1 n=1

Rada $°0, (2'7%)" je geometrickd fada s ¢ = 2!~ kterd konverguje (Ptiklad 4.2),
pravé kdyz q < 1, tj. a > 1.

konver-

(ii) Uvazujme piipad « > 0. Posloupnost {nlo;an} klesa k nule a fada >_°°

guje, prave kdyz konverguje rada:

n=2 nkg

> > 1 1 &1
2 2 2"10g 2" _nz::QlogQQ”Z

n=2

log” 2 =, no

Znovu jsme ziskali geometrickou fadu a ta konverguje, kdyz n% < 1, tj. kdyz o > 1.

¢

4.3 Neabsolutni konvergence rad

Definice 4.19. Necht pro fadu 0%, a, plati, ze > °°, |a,| konverguje. Pak fikdme, ze
>0, a, konverguje absolutné.

Véta 4.20 (Bolzano-Cauchyho podminka pro konvergenci fad). Rada Y°° , a,, konverguje,
prave tehdy, kdyz je splnéna nasledujici podminka

m

>

j=n+1

Ve >0dng e NVm,n € Nym > ng,n >ng: a;| <e€.

Diikaz. Rada Y°°, a, konverguje, praveé kdy# existuje vlastni limita posloupnosti ¢astecnych
souCtl lim,, oo Spm. Dle Bolzano-Cauchyho podminky pro posloupnosti (Véta 2.35) tato li-
mita existuje, pravé kdyz:

Ve >03dng e NVm,n e Nym >ng,n > ng: |spm — S| = a;| <e.

Jj=n+1
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Véta 4.21 (vztah konvergence a absolutni konvergence). Necht rada >0 | a, konverguje
absolutné, pak Tada .7 a, konverguje.

Diikaz. Dle Bolzano-Cauchyho podminky pro konvergenci fad (Véta 4.20) fada >0 |ay|
konverguje, pravé kdyz:

m

> laj]

j=n

Ve >0dng e NVm,ne N.m >ng,n > ng: < €.

Déle plati (trojuhelnikova nerovnost, Véta 1.19):

m m
doa;| < | ayl
j=n j=n

a tedy Bolzano-Cauchyho podminka pro konvergenci fad je splnéna i pro fadu > 0>, a, a ta
tedy konverguje. O]

<e,

Lemma 4.22 (Abelova parcidlni sumace). Necht ay,...,a,,b1,...,b, € R. Oznacme s, =
¥ | a;. Pak plati

n—1

Z aibi = Z Sl<b2 — bi+1) + Snbn-
=1

i=1
Jestlize navic by > by > -+ > b, > 0, pak

n
> aibi
i=1

< by max |s;].

Diukaz. Plati:

Z aibi = a1b1 + agbg + agbg + -+ anbn

s1 b1+ (s2—51)ba + (83— S2)bs + -+ + (S, — Sn—1)bn

N ———
ai as
= Sl(bl — bg) + 82(()2 — bg) + -+ Snfl(bnfl — bn) + Snbn

i
L

I
M

Sl(bi — bi+1) + Snbn.
1

.
I

Jestlize navic by > by > --- > b, > 0, plati:
n n—1
Z aib Sz 1 z—l—l + Snbn
= =1
< Z |5i|(b; — bit1) + [Sn|bn (b; — b1 > 0,0, > 0)

n—1
< max |s; < (bi — bip1) + bn)
" 1

i=1,..., i

= max |sl|

1=1,.
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]

Véta 4.23 (Abel-Dirichletovo kritérium). Necht {an}, oy je posloupnost redlngch cisel a
{bn},en Je nerostouct posloupnost nezdapornych cisel. Jestlize je nekterd z ndsledujicich pod-
minek splnéna, pak je rada Y .7 | anb, konvergentni.

(A) > a, je konvergentni.

n=1
(D) lim b, =0 a > a, md omezené cdstecné soucty, tedy:
n=1
JK >0Vm e N: |s,| = D as| < K.
i=1
Diikaz.

(A) Jelikoz rada >-°°, a, konverguje, plati, dle Bolzano-Cauchyho podminky pro konver-
genci tad (Véta 4.20), ze pro pevné ¢ > 0 existuje ng € N tak, ze

Vm,n € Nym,n >ng: |am + am1 + -+ anp1| <e.

Nyni bychom chtéli z predpokladi véty dokazat Bolzano-Cauchyho podminku i pro
fadu > 0%, ayb,. Pro dané € zvolime stejné ng jako vysSe. Potom za pouziti Abelovy
parcidlni sumace (Lemma 4.22) pro t, = SF 11 a; plati:

|(lmbm + Gmflbmfl + e 4 an+1bn+1| S L ijliX |tz‘ . bn+1

< max || by ({b,} je nerostouci)
i=n+1,....m

S g bl.
(Bolzano-Cauchyho podminka pro {a,})

(D) Dle definice limity pro dané € > 0 existuje ng € N tak, ze
Vn e Nyn > ng: |by| <e.

Potom znovu za pouziti Abelovy parcialni sumace (Lemma 4.22) pro ¢, = Z§:n+1 a; a
m,n > ng plati:
|ambm + am—lbm—l + -+ an—i—lbn—l—ll S . max |tz| ' bn+1
i=n+1,....m

= max [s; —so| Doy

< _max ([s;]| +[sn]) - buta
i=n+1,....m

(trojuhelnikova nerovnost, Véta 1.19)

<2Ke. ({a,} mé omezené ¢astecné soucty)
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Poznamka 4.24. Rada Y°°, a,b, konverguje za podminky (A), i pokud neplati, Ze Vn €
N : b, > 0. Necht je posloupnost {b,} nerostouci a necht lim,,_, b, = b < 0. Potom:

Z anb, = Z an (b, —b) + Z anb.
n=1 n=1 n=1

Jelikoz >2° | a, konverguje a ¥Yn € N : (b, —b) > 0, fada >0 a,(b, — b) konverguje dle
podminky (A). Rada ¥°°, a,b konverguje dle linearity konvergence fad, a koneéné fada
o2 anby, konverguje, jelikoz se rovna souctu dvou konvergentnich rad.

Priklad 4.25. Urcete, zda-li nasledujici fady konverguji:

i) nf:l (—;)”’ (i) ib;&%, (ii icis/(g arctan(n).

Resent:
(i) Posloupnost {(—1)"}, .y ma omezené ¢astecné soucty a posloupnost {%} oy J& neros-
n

touci. Dle Abel-Dirichletova kritéria (D) fada konverguje.

(ii) Podobné, posloupnost {sin(n)}, . ma omezené ¢astecné soucty (zatim bez dikazu) a
posloupnost {
verguje.

%} je nerostouci. Dle Abel-Dirichletova kritéria (D) rada kon-
og(n+1) J neN

(iii) Posloupnost {cos(n)}, . méa omezené castecné soucty a posloupnost {%} je ne-
ne

rostouci. Rada 3%, Cof(f" tedy konverguje a dle linearity konvergence rad konverguje
iy % Déle, posloupnost {—arctan(n)} je nerostouci a klesd k —7. Dle pod-
mlnky (A) Abel-Dirichletova kritéria rada Yo% COS\fn) arctan(n) konverguje.

<

Véta 4.26 (Leibnizovo kritérium). Necht {a,} je nerostouci posloupnost nezdpornich

cisel. Pak

neN

o0

> (=1)"a, konverguje < lim a, =0.

Diikaz. Posloupnost {(—1)"} ma omezené soucty a lim,,_,, a, = 0. Potom dle Abel-Dirichletova
kritéria (Veta 4.23) je fada Yoo (—1)"a, konvergentni. O
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4.4 Prerovnani rad

Definice 4.27. Necht >°°°; a, je fada a p : N — N je bijekce. Radu > 1 Gp(n) NAZYVAME
prerovnanim fady > 07 ay,.

Véta 4.28 (prerovnani absolutné konvergentni tady). Nechl Y°°, a,, je absolutné konver-
gentni Tada a Y07 | apm) je jeji prerovndni. Pak Y707 | appy je absolutné konvergentni a md
stejny soucet jako Y 07| Q.

Diikaz. Jelikoz 32, |a,| konverguje, pro e > 0 existuje dle Bolzano-Cauchyho podminky
pro konvergenci fad (Véta 4.20) ny € N tak, ze

m
Z |ail

n+1

VYm,n € Nym,n > ng: <e.

Nyni chceme ukézat, ze Bolzano-Cauchyho podminka plati i pro pferovnanou fadu Y02 [ayam)|-
Pro jiz dané € > 0 a zjisténé ny € N zvolme ng = max;_;__n, p(¢). Necht m,n > ng. Pak:

Z%(i) < Z lapy| < Z la;| < e.

n+1 n+1 no+1

]

Véta 4.29 (Riemann). Neabsolutné konvergentni radu lze prerovnat k libovolnému souctu z
R*. Neboli: Necht ¥-°° | a,, konverquje, Y%, |a,| = 0o a necht A € R*. Pak existuje bijekce
p: N — N tak, Ze

Y apmy = A
n=1

Dikaz. Bez diukazu. O

4.5 Soucdin rad

Definice 4.30. Necht > > a, a .72, b, jsou fady. Cauchyovskym souc¢inem téchto rad

nazveme radu
oo k-1
1

k=2 \i=

Poznamka 4.31. Trochu jiny, ale ekvivalentni pohled: Cauchyovskym soucinem fad > 77 ; a,,
ay b, jetada > 07, c,, kde

n—1
Cnh = Z akbn_k.
k=1
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Potom:

¢; neni definovano

co = aiby

C3 = albg + a2b1

Cy = a1b3 + a2b2 + Clgbl
atd.

Véta 4.32 (o soucinu fad). Necht 300 a, a >0 b, konverguji absolutné. Pak:

5 () - (50 (50)

Diikaz. Rady °°, a, a Y°°,b, absolutné konverguji, a proto existuje K € R tak, ze
o an] < K a 322 by < K. Oznacme ¢astecné soucty fad Y00 an, > ooy by a jejich
souc¢inu postupné s,, o, a S,,. Plati

o oo

limSZSZZa hmO':O':Zb.

n—ooo ™S n
n=1 n=1

Déle, z aritmetiky limit posloupnosti (Véta 2.13) plati, Zze k pevnému ¢ > 0 existuje n; € N
tak, ze :

Vn e Nyn >ny :|so — s,0,] < e.
Pro jiz dané e déle dle Bolzano-Cauchyho podminky pro konvergenci fad (Véta 4.20) existuje
ny € N tak, ze :

oo oo
> an] <&, Y bl <e

n=no n=no
Ozna¢me ny = max(ny, ny). Potom:

[e.e]

|Sn - Snoo-no| S Z |al||bl|
z‘zrféjv:jlzno
< (z |az-|) - (zw) + (z m) - (zw)
i=ng j=1 1=n j=1
<e - K+ K¢,

a tedy:
|Sy, — so| < (2K + 1)e.
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