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10 Permutace

Definice 10.1. Permutace na mnoziné {1,...,n} je zobrazeni p : {1,...,n} — {1,...,n},
které je vzajemné jednoznacéné. Mnozinu vSech permutaci na {1,...,n} budeme znacit S,,.

Poznamka 10.2 (Zépis permutace).

e Tabulkou
i |12 3 4
pi) |4 2 1 3
¢i zkracené jako (4,2,1,3).
e Grafem
(0
1 2 1 2 3 4
1\ T
3—14 1 2 3 4

e Permutacni matici Ap:

1 pokud j = p(i),
(Ap>ij = ..
0 jinak.

V nasem pripadeé:

o = O O
S O = O
_ o O O
o O O

e Cykly: (1,4,3)(2)
Pozorovani 10.3. Skldddni permutaci neni komutativni.

Diikaz. Pouzijme zkraceny zapis tabulkou. Potom: (1,3,2)0(2,1,3) = (3,1, 2), kdezto (2,1, 3)o
(1,3,2) = (2,3,1) O

Definice 10.4. Mé&jme permutaci p. Permutace p~! takova, Ze
pop t=p lop=id,

se nazyva inverzni permutace k permutaci p. Plyne, Ze p(i) = j <= p 1(j) = i.

Poznamka 10.5. K permutaci p = (4,2,1,3) z Poznamky 10.2 je inverzni permutaci per-
mutace ¢ = (3,2,4,1).



Definice 10.6. Transpozice je takova permutace, ktera obsahuje jeden cyklus délky 2 a n—2
cykla délky 1.

Poznamka 10.7. Transpozice je tedy takova permutace, ve které si dva prvky prohodi
pozice a ostatni prvky se zobrazi na sebe, napt.

A

Pozorovani 10.8. KaZdou permutact lze slozZit z transpozic.

Dukaz. Indukei podle souctu délek cykla délky vétsi nez 2. Pouzijeme zapis pomoci cykli. V
kazdém kroku rozdélime cyklus (1,. .., k) délky k na cyklus (1, k) délky 2 a cyklus (1,..., k—
1) délky k — 1. Postupné lze takto kazdy cyklus (1,..., k) délky k lze rozdélit na k — 1 cykla

délky 2. O
Definice 10.9. Necht p je permutace na mnoziné {1,...,n}. Potom inverzi permutace p
rozumime kazdou dvojici 4,5 € {1,...,n} : i < j A p(i) > p(j). Celkovy pocet inverzi

permutace p budeme znacit I(p).

Poznédmka 10.10. Vratme se znovu k permutaci p = (4,2,1,3) z Poznamky 10.2. V této
permutaci se nachazeji inverze (1,3),(1,4),(1,2) a (2, 3).

Celkovy pocet inverzi pro permutaci zapsanou ve zkraceném zapise tabulkou, (4,2,1,3)
lze vypocitat jednoduse: Bereme postupné cisla od zacatku a ptame se, kolik je pred nimi
vétsich cisel. Pred 4 zadné, pred 2 jedno, pred 1 dvé, pred 3 jedno. Proc¢ tento postup funguje
je zfejmé ze zapisu permutace grafem:

Definice 10.11. Znaménkem permutace p se rozumi ¢islo:

sgn(p) = (—1)'®

Pozorovani 10.12. Vp,q € S,, : sgn(p) - sgn(q) = sgn(q o p)

Diikaz. Ukézeme, ze Ik € Z : 1(q o p) = I(p) + 1(q) + 2k. Potom uz jednoduse vyplyne, ze

sgn(qop) = (—1)1P) = (1)l P+I@+2k _
(=) (1)@ (=1)* = (=)@ (=) = sgn(p) - sgnq)

Necht i < j. Potom muze nastat jedna z néasledujicich moznosti:
(==): p(i) <p(j) Aap(i)) < a(p(i)),
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(=+): p(i) < p(j) Na(p(i) > q(p(4)),
(+=): p(i) > p(4) AN a(p(i) > a(p(4)),
(++): p(i) > p(j) A qp(i)) < q(p(4)),

kde 4 znaci pritomnost inverze v zobrazeni p, resp. ¢, a — jeji neptritomnost. Takto pritadime
kazdou dvojici prvki ¢ < j do prislusné prihradky; vysledné pocéty prvkia v jednotlivych
prihradkach oznac¢ime jako I, I I, | I,..

Je zrejmé, ze dvojice v prihrddkach (+—) a (++) predstavuji inverze v p, dvojice v
piihfddkach (—+) a (++) inverze v ¢ a nakonec dvojice v pfihrddkach (—+) a (+—) inverze
v q o p. Mizeme tedy psat:

Igop) =T+ I =g+ 1)+ (Lo + 1) =2 Iy = I(q) + I(p) + 2k

Dusledek 10.13. Necht p € S,,. Potom sgn(p) = sgn(p™').

Diikaz. 1 = sgn(id) = sgn(p~! o p) = sgn(p~')sgn(p), z cehoZ nutné vyplyva, ze sgn(p) =
sen(p™1). O

Pozorovani 10.14. Necht t € S,, je transpozice. Potom sgn(t) = —1.

Diikaz. V transpozici se vyskytuje lichy pocet inverzi:

-~
-~
-

-~

Dusledek 10.15. Sgn(p) — (_1)# transposic v libovolném rozkladu p __ (_1)# sudych cykli v p



11 Determinant

11.1 Definice a zakladni vlastnosti

Definice 11.1. Necht A je ¢tvercova matice fadu n nad télesem K Potom determinant
matice A je dan vyrazem:

det(A) == > sgn(p) - [ aipe
=1

PESn
Formélné jde o zobrazeni det(e) : K" — K.

arir Q12
Qo1  A22
{1,2}, t.j. S2, obsahuje dva prvky: identitu (1,2) se znaménkem 1 a transposici (2,1) se
znaménkem —1. Potom:

Poznamka 11.2. M¢jme matici A = ( ) Mnozina vsech permutaci na mnoziné

det(A) = (+1) - (11099 + (—1) * a12a921 -

Pozorovani 11.3. det(A) = det(AT)

Dikaz.
det(AT) = > sgn(p) [T(AT)ipe (definice determinantu)
PESh i=1

= ) sgn(p H Ap(i) i (transpozice matice A)

PESn
= ) sgn(p H i qi) (pfi volbé ¢ = p~ 1)

PESn
= ) sgn(q H Qi q(i) (sgn(p) = sgn(q), Dusledek 10.13)

qESn
= det(A) (dle Definice 11.1)
[

Pozorovani 11.4. Prerovndni sloupci matice A podle permutace q:
e nezmeni det(A), je-li sgn(q) =1,

o zméni znaménko det(A), je-li sgn(q) = —1.



Diikaz. Oznaéme A’ pierovnanou matice. Plat{ a;; = a; 4-1(;). Déle:

det(A’) = Z sgn(p H a, 200)

PESH
Z sgn(p H Qi q=1(p(3))
pESH
=sgn(q~'op)
= Z sgn(q)sgn(q™) sgn(p Hazq 1(p(4))
pGSn -1
=sgn(q) > sgn(q~" op) [T aigrepi
PESh i=1
= sgn(q) det(A)

Poznamka 11.5 (Dusledky Pozorovani 11.4).
i. Stejné tvrzeni plati i pro fadky, diky Pozorovani 11.3 (det(A) = det(AT)).
ii. Zameéna dvou radki (sloupcit) zméni znaménko determinantu.
iii. Jsou-li dva fddky stejné, je determinant nulovy.!
Tvrzeni 11.6. Determinant je linedrni funkci kaZdého rddku i sloupce dané matice.

1. Linearita vuci skaldarnimu ndasobku:

am e aLn am e aLn
ta.m . tCLi’n =1 (277 BRI Ain
ap1 - -- Qp.n pi1 - Qpn
i1. Linearita viuci scitdni:
a1 Ce a1 n a1y ... a1 n CL171 e al,n
a1 + bi,l . .‘ . Qi + bi,n = G,le . .. . ai‘,n + bi‘,l . .. . bim
aml Ce anyn aml e anyn aml e an,n

LV télesech charakteristiky 2 mtize byt i —1.



Dikaz.
i. Linearita vuci skalarnimu nasobku:

det(A") = > sen(p) [T a0
=1

PESH =

= Z Sgn(p) al,p(l) oot tai,p(i) oot amp(n))
PESH

= tdet(A)
ii. Analogicky.
O

Disledek 11.7. Necht A € K™" a 1,7 < n,i # 5. Potom pricteni t-ndasobku j-tého radku
k i-tému nezméni determinant.

Dikaz. Necht A’ je vyslednd matice. Potom dle Tvrzeni 11.6:

aii e a1n
!
det(A ) = |51 + taj@ e Qin + taj,n
Qp, 1 ce Qpon
a1 ... Qinp a1 ... Qinp
= |G51 Ain +t Q51 Qjn
an,l an,n an,l an,n
=det(A) =det(B)
= det(A)

Matice oznacend jako B ma na misté i-tého radku kopii radku j-tého. Jelikoz mé dva radky
stejné, jeji determinant je roven nule (podle bodu iii. Pozndmky 11.5). O

Poznamka 11.8 (Vypocet determinantu). Matici prevedeme na trojihelnikovou pri¢itanim
t-nasobktl jinych radku, podobné jako pii Gaussové eliminaci. Potom

det(A) = a11492 ... Qpnp.-
Pamatujme, ze:

e bud neménime poradi radki, anebo si pamatujeme zménu znaménka.



e nenasobime radky ¢, nebotf by se determinant zménil ¢-krat.
e lze upravovat i po sloupcich.

Takto lze vypocitat determinant v polynomidlnim case O(n?), podobné jako Gaussova
eliminace.

Véta 11.9. Necht A a B jsou ctvercové matice nad T. Potom plati:
det(A - B) = det(A) det(B).

Diikaz. Je-li A nebo B singularni, je i jejich soucin singularni. Potom det(A - B) = 0 =
det(A) det(B).

Predpokladejme, ze matice A je regularni. Rozlozime A jako soucin matic elementarnich
uprav: A = E1E, ... Ey. Potom:

det(AB) = det(E1E2 EkB>

= det(E1) det(E; ... ExB)

= det(E,) .. det(E ) det(B) (iteraci predchoziho kroku)
(

= det(E; ... E,) det(B)
A

Rovnitko s hvézdickou plati, jelikoz:

e pokud je E; matice zdmény dvou fadku, je det(E;C) = —1det(C) a det(E;) det(C) =
—1det(C),

e pokud je E; matice vyndsobeni rddku skaldrem t, potom det(E;C) = tdet(C) a
det(Eq) det(C) = t det(C),

e pokud je E; matice pficteni j-tého tadku k i-tému, potom det(E;C) = 1det(C) a
det(Eq) det(C) = 1det(C).

O
Véta 11.10. Ctvercovd matice A je regquldrni, pravé kdy? det(A) # 0
Disledek 11.11. Je-li matice A reguldarni, potom.:
det(A~1) = —
det(A)”
Diikaz.
1 =det(I,) = det(AA™') = det(A) det(A™1)
O



Pozorovani 11.12 (Rozvoj determinantu podle i-tého fadku). Necht AY znaci matici, kterd
vznikne z A € K™ vypustenim i-tého ridku a j-tého sloupce. Pak plati pro libovolné i €

{1,...,n}:
det(A) = fjaij(—wﬂ' det(AY).
j=1
Diikaz.
a.ﬂ a;g a;n :a;;l O O+O (1;2 O++O O a;n
| (T\;rzeni 11.6)
a1 0 o O anl0 1 0kt 0 1

(Tvrzeni 11.6)

= a;(—1)" det(AY) (viz vyklad nize)
Jj=1

Uvazujme nasledujici matici:

11 Q1 Q1n
C=1|0 1 0
ap1 ... Qpj ... Qpp

tj., matici A, jejiz i-ty radek obsahuje v j-tém sloupci jednicku a jinak nuly. Postupnym
vyménovanim fadku (4,7 + 1),...,(n — 1,n) se posune i-ty fadek na konec matice. Podobné
presuneme j-ty sloupec na konec matice a ziskame matici:

o-| A

\0 ... 0]1/

jejiz determinant je roven det(AV). P¥i pfesouvani fddki a sloupcti jsme vyuZili (n—i)+(n—7)
transpozic, a tudiz:

det(C) = (=1)=0+0=9) get(AT) = (—=1)+) det(AY).
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Definice 11.13. Pro ¢tvercovou matici A definujeme adjungovanou matici adj(A):

adj(A);; = (—1)""7(det(AT))
(Poznamka: Vsimnéte si prohozeného potadi indexii.)

Véta 11.14. Pro kaZdou requldrni matici A nad telesem T plati:

B 1
~ det(A)

A! adj(A).

Diikaz. 7 Pozorovani 11.12 plyne, ze
i-ty fadek A -i-ty sloupec adj(A) = det(A)
Podobné:
k-ty fadek A -i-ty sloupec adj(A) =
determinant matice vzniklé z A prekopirovanim k-tého radku na i-ty

Vyraz A - adj(A) je tedy roven matici, kterd ma na diagondle det(A) a mimo diagonalu
nuly. O

Véta 11.15 (Cramerovo pravidlo). Necht A je reguldrni matice. Reseni soustavy Ax = b
lze zapsat jako:

= det(AHb)
" det(A)
kde Ai_p je matice, kterd vznikne z A nahrazenim i-tého sloupce vektorem b.
Diikaz.
1
Ax =D =A"'b= dj(A)b
X=b = x det(a) “VA)
1 n
i = dj(A)b); = dj(A));;b; = det(A;
m
11.2 Poznamky na konec
Poznamka 11.16 (Rizné druhy obali). Necht X = {x1,...,X,} je koneénd mnozina v R™.

Definujme nasledujici obaly:
e Linedrni obal: span(X) = {3 a;x;, a; € R}

e Afinni obal: aff(X) = {> a;xi,a; € R, > a; = 1}
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e Konvexni obal: conv(X) = {> a;x5,a; € R, Y a; = 1,0a; € [0,1]}

e Rovnobé&znostén: P(X) = {> a;x;,a; € R,a; € [0,1]}

Poznamka 11.17 (Geometricky vyznam determinantu). |det(A)| udédva objem rovnobéz-
nosténu urcéeného radky nebo sloupci matice A.

Pozorovani 11.18. Je-li f : R — R" linedrni zobrazeni a A je matice tohoto zobrazent,
potom plati, Ze objem téles se méni podle predpisu:

vol(f(V)) = |det(A)| vol(V)

puvodni objem

12



12 Vlastni cisla a vlastni vektory

12.1 Uvod

Definice 12.1. Necht V' je vektorovy prostor nad télesem 7" a f : V — V je linearni
zobrazeni. Potom A\ € T, pro néjz existuje nenulovy vektor x € V takovy, ze f(x) = Ax,
nazveme vlastnim ¢islem zobrazeni f.

Vlastni vektor prislusny vlastnimu ¢islu A je kazdy nenulovy vektor x € V' splnujici
f(x) = Ax.

Je-li dim(V') = n < oo, potom lze f reprezentovat matici zobrazeni A € T™*" a muzeme
predchozi definici rozsitit i na matice.

Mnozina vsech vlastnich ¢isel matice ¢i zobrazeni se nazyva spektrum.

Pozorovani 12.2. MnoZina vlastnich vektoriu prislusnych k pevnému vlastnimu cislu \ tvori
podprostor V.

Diikaz. Necht x a y jsou vlastni vektory prislusné k vlastnimu ¢islu A. Potom: f(cx) =
cf(x) =Acx a f(x+y)=f(x) + f(y) = Ax+ Ay = A(x +¥). O

Poznamka 12.3 (Geometricky vyznam vlastnich vektori). Vlastni vektory jsou vektory,
které neméni smér pti zobrazeni f.

Véta 12.4. Necht f :V — V je linearni zobrazeni, A1, ..., \x jsou navzdjem riznd vlastni
cisla zobrazeni f a Xq,...,Xx jsou nékteré vlastni vektory prislusné k Ay, ..., \x. Potom
X1, ..., XKk jsou linedrné nezdvislé.

Diikaz. Vétu dokdzeme indukei a sporem zaroven.

Pro k =1 véta plati trivialné.

Predpokladejme, ze véta plati pro k—1, a predpokladejme déle, ze x4, . . ., Xx jsou linearné
zavislé, t.j. Jay, ..., a, : Zle a;x; = 0. Potom:

k k k
0=f(0)= f(z a;X;) = Zaif(xi) = Zai/\ixi
i=1 i=1 i=1

a
k k
0= )\kO = )\k Zaixi = Zai)\kxi.
i=1 i=1
Potom:
k k k k—1
O = 0 — 0 = ZCL,‘)\iXi — Zai)\kxi = ZQZ()\, — )\k)Xi = Z ai/\ixi.
i=1 i=1 i=1 i=1
Tedy, x1,...,XKk_1 jsou linearné zavislé, coz je spor s predpoklady. n

Disledek 12.5. Ctvercovda matice radu n miZe mit nejvyse n vlastnich cisel.
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12.2 Podobné a diagonizovatelné matice

Poznamka 12.6. Vztah zobrazeni f a matice zobrazeni A = [f]xx neni jednoznaény, jelikoz
matice zobrazeni zavisi na volbé baze X. Vsechny matice zobrazeni ovSem museji mit stejna
vlastni ¢isla (jelikoz ta jsou dand zobrazenim). Méjme dvé rizné baze X a Y. Potom:

[f(W)]x = [flxx[u]x
[f(W)]x = [id]yx[f]yy[id]xy[u]x

a tedy:
[flxx = [idlyx[flyy[id]xy.

Definice 12.7. Ctvercové matice A a B stejného Fadu se nazyvaji podobné, pokud existuje
regularni matice R takova, e A = R"!BR.
Véta 12.8. Jsou-li matice A a B podobné, t.j. A = RBR™, \ je vlastni ¢islo matice A a x
je prislusny vlastni vektor, tak potom X je také vlastni cislo matice B a ' y = Rx je prislusny
vlastni vektor matice B.
Dilkaz. By = RAR ' Rx = RAx = R\x = A\ARx = \y m

T\;/
Pozorovani 12.9. Viastni cisla diagondlni matice jsou prvky na diagondle a vlastni vektory
jsou prislusné vektory kanonické baze.

Definice 12.10. Matice se nazyva diagonizovatelnd, pokud je podobna néjaké diagonalni
matici.

Poznamka 12.11 (Uziti diagonalizace).
e Snadny popis vlastnich ¢isel a vlastnich vektora: A\; = (D);;, e; je prislusny vlastni
vektor.
e Snadny vypocéet mocnin: Necht A = R™1DR. Potom:
A" = (R'DR)(R"'DR)...(R"'DR) = R"'D"R,
Véta 12.12. Pokud md matice A € K™ n ruznych vlastnich cisel, tak potom je diagoni-
zovatelnd.

Dikaz. A, ..., \, vlastni ¢isla, xq, ..., x, prislusné linedrné nezavislé vektory. Sestavme ma-
tici R, jejiz sloupce jsou vektory x; az x,. Tato matice je regularni, jelikoz je sestavena z
linedrné nezavislych vektoru (viz Vétu 12.4). Potom AR = RD, kde:

A0 .0
0 A ... 0
D= . )
0 .o oo N
aD=RAR. O

14



Véta 12.13. Matice A € T™"™ je diagonizovatelnd, privé kdyz md n linedrné nezdvisljch
vlastnich vektori.

Dikaz.

— Existuje R reguldarni: R"?!AR = D, neboli AR = RD. Sloupce R jsou vlastni vektory
a ty jsou linearné nezavislé, jelikoz R je regularni.

<= 7 vlastnich vektort sestavime R, ta je reguldrni: AR = RD a R"!AR = D.

12.3 Charakteristicky mnohoclen

Definice 12.14. Necht A je ¢tvercova matice nad télesem 7. Potom charakteristicky mno-
hoclen v proménné ¢ je dan predpisem:

pa(t) = det(A — tI,)

Véta 12.15. Pro matici A € T™" plati: A € T je vilastni c¢islo matice A, prave kdyz je
korenem charakteristického mnohoclenu.

Dikaz. X\ je vlastni ¢islo A <= Ix #0: Ax = A&x <= dx # 0: Ax — \x =
Ax — M x =0 <= 3dx #0: (A - )A,)x =0 <= matice A — A, je singularni
<= det(A —\,) =0 <= pa(A) =0 <= X je kofenem pa (t). O

Tvrzeni 12.16. Podobné matice maji stejné charakteristické mnohocleny.

Diikaz. Uvazujme A = R™'BR. Potom

pa(t) = det(A —t1,)
— det(R'BR — tR'I,R) (Véta 11.9)
= det(R™(B — tI,)R)
= det(R ™) det(B — tI,,) det(R) (Véta 11.9, Dusledek 11.11)
= det(B — t1,,)
= pu(t)

]

Tvrzeni 12.17. Pro libovolné ctvercové matice A a B maji matice AB a BA stejna vlastni
cisla.

Diikaz. Pouzijeme pravidlo pro nasobeni blokovych matic:
AB 0\ (I A\ (AB ABA) (I A\/O0O O
B o/lo I/ \B BA// \0 I/\B BA

15



Tedy, (%B 8) je podobna (]g B?A) , tim padem maji stejné charakteristické mnohocleny:

det (ABB_ i _‘11> — det(AB — 1) - (—)" = pap(t) - (—)"

det (‘Bﬂ . tI) — (—)"det(BA — 1) = (—)" - psa(?)

Vyplyva, ze pas(t) = pea(t). 0

Véta 12.18 (Zékladni véta algebry). Kazdy mnohoclen stupné alesport 1 v C md alespon
jeden koren.

Dikaz. Dukaz je pomérné tézky — vétu nechame bez dikazu. n
Disledek 12.19. KazZdy komplexni mnohoclen lze rozloZit na soucin jednocleni.

Diikaz. Necht p(t) = ant™ 4 -+ - + a1t + ag je komplexni mnohoclen a A; jeho koren. Jelikoz
p(t) je délitelny (¢t — A1) beze zbytku, je i’f—gtl) opét mnohoélen, stupné n — 1. pa () lze tedy
rozlozit:

pa(t) =an(t — M) - (E— X)) ... (t— Mp)™™,
kde A1, ..., A\ jsou navzdjem ruznd komplexni ¢isla a ry + -+ 4+ rp, = n. Cislo r; se nazyva
nasobnost korene \,. O

Pozorovani 12.20. Necht pa(t) = det(A — tI,,). Potom lze pa(t) vyjadrit jako:
pa(t) = ant™ + an 1"+ -+ agt + ap.
Plati:
i a, = (=1)"
. ag = AT - A2 L A = det(A)
@i, a1 = (=1)"" YA 4+ Aarg 4+ M) = (=) H(A) 1 4 (A)se + -+ + (A)nn)
Diikaz.
i. Veskera (—t) se vyskytuji na diagonéle a existuje pouze jeden zpisob, jak je vybrat.
ii. Po dosazeni t =0:pa(0) = det(A) = A* ... AL

iii. +"=V lze ze soucinu (¢ — A\;)"™ ... (t — A\x)™ ziskat n zplisoby; kazdy dava );. Navic, z
definice determinantu, t"~! lze ziskat pouze ze souc¢inu odpovidajicimu identité: (¢t —
(A)11) ... (t = (A)pn) (neni mozné “uhnout” z diagondly).

]
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Tvrzeni 12.21. Matice A € C™*" je diagonizovatelnd, pravé kdyZ pro kazdé vlastni c¢islo \;
plati:
dim(Ker(A — \I,)) = ;.

Diikaz. Matice A je diagonizovatelnd, pravé kdyz existuje baze v C" slozend z vlastnich
vektora. Pro vektory v prostoru Ker(A — A\;I,) plati: (A — A\ I,)x =0, a tedy Ax = \;x.
Z takto ziskanych vektori slozime regularni matici R a potom AR = RD. O

Poznamka 12.22. Existuji matice, které nejsou diagonizovatelné. Napriklad:

o)

Tato matice ma jedno vlastni ¢islo A = 1 nésobnosti 2. Pokud by byla diagonizovatelna,

1 0). Potom: A = R™'DR = I, a dostédvdme spor.

musela by byt podobna matici D = (0 1

Definice 12.23. Necht A € C,k € N. Jordanova bunka Ji(A) je ¢tvercova matice radu k
nasledujiciho tvaru:

A1 0o ... ... 0
0 X 1 0O ... 0
J(\) = 0
0 ... ... ... 0 X

Definice 12.24. Matice J € C"*" je v Jordanové norméalni formé, pokud je v blokové
diagonalnim tvaru a bloky na diagonale jsou Jordanovy burky:

JoO) 0 ... 0
J— 0

: o0

0 ... 0 Je.Owm)

Véta 12.25. Kazdd matice A € C™*" je podobnd matici v Jordanové normalni forme.
Diikaz. Bez dikazu. O

Definice 12.26. Necht A € C"*". Matici A", pro niz plati (A"),;; = @;;, nazyvdme hermi-
tovskou transpozici matice A.

Pozorovani 12.27. (AB)Y = BREAR pokud je operace definovina.

[
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Pozorovani 12.28. Standardni skaldrni soucin na C" je mozZno zapsat jako:
(xly) = Z%E =y'x.
i=1

Pozorovani 12.29. Je-li matice A sloZena z vektori ortonormdlni bize C™ (vici standard-
nimu skaldrnimu soucinu), tak plati:

APA =1,
Definice 12.30. Komplexni ¢tvercova matice A se nazyva unitarni, pokud AFA =1,.
Definice 12.31. Komplexni ¢tvercova matice A se nazyva hermitovskd, pokud AT = A.

Poznamka 12.32. Hermitovské matice predstavuji komplexni analogii redlnych symetric-
kych matic. Uvédomme si navic, ze na diagonale hermitovské matice jsou realné cisla.

Véta 12.33. Necht A je hermitovskd matice. Potom.:
1. vsechna jeji vlastni cisla jsou redlnd, a
ii. existuje unitdrni matice R takovd, Ze R"YAR je diagondini.

Dukaz. Vétu dokdzeme indukei podle fadu matice n. Oznac¢me A, = A. Bud X vlastni ¢islo
A (jeho existence plyne ze zdkladni véty algebry) a x prislusny normovany vlastni vektor,
|x|| = 1. Doplnime x na ortonormalni bazi C" a z téchto vektort sestavime unitarni matici
P, = (x]...). Potom plati:

(PnHAnPn)H - PnH AnH (PnH)H - PnHAnPn7
——
:An :Pn

a tedy matice P, A Py, je hermitovska. JelikoZ prvni sloupec souc¢inu A,Py, je A-ndsobek
x, plati, ze:
(A0 .0\
0

PnHAnPn = . )
An—l

kde A,_1 je hermitovska a A je realné.
Z indukce, pro A,_; existuje unitdrni matice R,_; takové, ze Ry Ay 1Ry_1 = Dy_1.

Polozme:
(110 ... 0\
0

Rnfl
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Tato matice je unitarni a jeji sloupce tvori ortonormélni bazi C". Vezméme dale R,, =
P,S,. P, je unitarni (jelikoz tak byla sestavena). I matice Ry, je unitdrni, jelikoz Ry" R, =
(PuSn)H(PyuSy) = Su"P,"P,S, = 1,.

Zbyvé ovétit, ze RoPALR, = Dy

R,"A, R, =S,"P,"A,P,S,

1[0 ... 0\ /A[0 ... 0y/1]|0 0
0 0 0
; Rnle Anfl Rnfl
0 0 0
A0 00\
0
pu— . = Dn
: Dn—l
0
O
Pozorovani 12.34. Necht V je vektorovy prostor se skaldrnim soucinem konecné dimenze
a X ={x1,...,Xn} je jeho libovolnd ortonormdlni bize. Potom:
Vu,v €V (ulv) = (ufxi)(xi|v) = [v]}[u]x.
i=1
Diikaz. w = YL aixy, o = (ufxs) = ([ulx);, v = XL, Bixi, Bi = (vxi) = ([V]X)uE =
(x;]v). Déle:
(Z ;x| Zﬁixi> = Z aiE<Xi|Xj>
i=1 i=1 ij=1
=> aif; (X je ortonormalni béze)
i=1
[
Tvrzeni 12.35. Necht'V je vektorovy prostor konecné dimenze se skalarnim soucinem, X =

{X1,...,Xn} je jeho ortonormdlni bize a f :V — V je linedrni zobrazeni.

Pak plati, Ze f zachovdvd skaldrni soucin, t.j. (f(u)|f(v)) = (u|v), prdvé kdyz [f]xx je
unitarni.
Diikaz.

(F(W[f(v))

[FRLf ()] x (Pozorovani 12.34)
= (Mxx V)" f]xx[u]x

VIR 1S x [f]xx[alx

2Uvédomme si, Ze pro kazdou unitdrni matici R plati: R~1 = RH.
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13 Pozitivné definitni matice

Pozorovani 13.1. Necht V = C" je prostor se skaldrnim soucinem. Potom existuje matice
E takovd, Ze Vu,v € V : (u|v) = viEu.

Diikaz. Vezmeme kanonickou bézi C": {eq,...,e,}. Potom:
(ulv) = O_uies| 3_vjes) = D wivj(eile;)
i=1 =1 ij=1
a tedy lze vzit (E);; = (eile;). O

Poznamka 13.2. Pro standardni skalarni sou¢in (u|v) = Y. ; Tu; mdme E = I,,.
Pozorovani 13.3. Matice E je hermitovska.

Definice 13.4. Spliuje-li hermitovskd matice A € C™*™ vlastnost, ze Vx € C" \ {0} :
xHAx > 0, tak potom se nazjva pozitivné definitni.

Véta 13.5. Pro hermitovskou matice A jsou ndsledujici podminky ekvivalentni:
i. A je pozitivné definitni.
1. A mad vsechny vlastni cisla kladnd.
iii. Emistuje requldrni matice U takovd, e A = UHU.
Diikaz.
1 = 2: Necht x je vlastni vektor k vlastnimu ¢islu A\. Potom:
Ax = \x = x"TAx = x"ix = AxMx

A je pozitivné definitni, a tedy xFAx > 0. Jelikoz vysledkem vyrazu xx je vidy
kladné ¢islo, museji i vlastni ¢isla matice A byt kladna.

2 = 3: JelikoZ A je hermitovska, existuje unitdrni matice R takova, Ze A = REDR, kde D
je diagonélni matice s kladnou diagondalou (viz 12.33). Vezmu:

Potom U = DR je reguldrni (jelikoz jak D, tak R jsou regularni) a
U"U = (DR)"DR = R"D"DR = R"DR = A.

3 = 1: xAx = x"U"Ux = (Ux)"Ux > 0, kde vektor x je netrividlni, U je regularni a tedy
Ux je netrivialni.
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Definice 13.6. Necht matice A je pozitivné definitni a necht U je trojuihelnikova matice s
kladnou diagonélou takové, ze UNU = A. Tento rozklad pozitivné definitni matice se nazyva

Choleského rozklad.

Tvrzeni 13.7. Pro pozitivné definitni matici A existuje prdave jedna trojuhelnikovd matice s
kladnou diagondlou U takovd, 7e A = UNU.

Diikaz. Dikaz provedeme sestavenim algoritmu, jehoz vstupem je hermitovskd matice a
vystupem jeji Choleského rozklad nebo tvrzeni, Ze dana matice neni positivné definitni.

Prov:=1,...,n proved:

i—1
(U)is = \lau‘ - Z Ui Ui -
k=1

Pokud u;; = 0 nebo u;; € R, stop: A neni positivné definitni.

Pro j:= (i +1),...,n proved:

uij = —(ay — Z WjiUj)-
uiz

Tvrzeni 13.8 (Rekurentni podminka na test pozitivni definitnosti). Blokovd matice

a | aff

A:aA

je pozitivné definitni, prive kdyz o > 0 a A— éaaH je pozitivné definitny.

Dikaz.

<

Necht x € C” je libovolny netrivialni vektor. Potom

= () (215 (2)

= (aaTl +x" zrall + )EHK) <{1>

X

- ST 1. -
— aTiry + r1%x1a 4+ 7ralx + xHPAx — —xMaallx + —xMaallx
o a

\/_x a)(\/_xl—i-\/_ )

Prvni ¢len nezédporny; je kladny, je-li vektor T netrividlni. Druhy ¢len predstavuje
souc¢in komplexné sdruzenych cisel a je tedy také nezdporny. Alespon jedna z téchto
dvou nerovnosti ovsem musi byt ostra.

(A—;aa )X+ (VazT +
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= : A je pozitivné definitni, x?Ax > 0 pro vSechny netrividlni x a tedy specidlné pro
e1 : e1"Ae; = a > 0 Necht x € C*! je libovolny vektor. Zvolime z1 = —Za'oz a

polozime x := <a§> . Potom

0 < xTAx

— 1 1
= XA - Jaa")x + (Vaai + )(Var, + ——aF),  (uz spocteno diive)
8}

I g
—7T a
Va Va
kde druhy ¢len po dosazeni x; je roven nule a prvni ¢len tedy musi byt kladny.

O

Tvrzeni 13.9 (Jakobiho podminka). Hermitovskd matice A € C*™™ je pozitivné definitni
prave tehdy, kdyZz maji matice An, An_1,...,A1 kladny determinant, kde A; znaci matici
vzniklou z A vymazdnim poslednich n — v radki a sloupci.

Poznamka 13.10. Z vypocetniho hlediska neni tento test efektivni.
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14 Kvadratické formy

Definice 14.1. Necht V je vektorovy prostor nad télesem K a f:V x V — K splnuje:
o Vo€ K,Vu,veV: flau,v) = af(u,v)

Vu,u,veV: flu+u,v)=f(uv)+ f(u,v)

Va e K,Vu,veV: f(u,av) = af(u,v)

Vu,v,v' e V: f(u,v+ V') = f(u,v) + f(u,Vv)

Pak se f nazyva bilinearni forma na V.

Definice 14.2. Bilinearni forma f je symetricka, plati-li:
Vu,veV: f(u,v) = f(v,u)

Definice 14.3. Zobrazeni g : V' — K se nazyva kvadratickd forma, pokud g(u) = f(u,u)
pro néjakou bilinearni formu f.

Poznamka 14.4. Proc¢ se kvadratickd forma jmenuje kvadraticka?

glau) = f(ou, o) = o’ f(u,u) = a’g(u)

Definice 14.5. Je-li V prostor konecné dimenze nad K a X = {vy,..., vy} je jeho béze,
tak pro bilinearni formu f: V x V — K definujeme matici B formy f vzhledem k bézi X:

bi,j = f(Vi, Vj)

Definice 14.6. Matici kvadratické formy ¢ rozumime matici symetrické formy f, ktera formu
g vytvoruje.

Poznamka 14.7. Vytvorujici bilinedrni forma f musi byt symetricka, abychom ziskali jed-
noznacné definovanou matici kvadratické formy.

Pozorovani 14.8. Necht V je vektorovy prostor nad télesem K, X = {v1,...,vn} je jeho
konecnd baze, g - V — K kvadratickd forma a B je jeji matice vzhledem k bdzi X . Potom

g(u) = [u] xBlu]x

Diikaz. [u]lx = (aq,..., o), neboli u = ¥ | a;v;. Potom:

o) = ) = F a3 ams) = 3 i f(vivy) = [ulfBlulx

i=1j=1
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Definice 14.9. Analytické vyjadreni bilinearni formy f: V x V — K vici konecné bazi X
je polynom:

n n
fla,v) =73 byay;,
i=1 j=1
kde z; a y; jsou soufadnice vektorii u a v vici bazi X.
Podobné, pro kvadratickou formu:

n n

g(u) =" agxx;,

i=1j=1

2bij i F# ]
;i =
T by i=

Poznamka 14.10. Ptechod od analytického vyjadreni k matici je snadny, ale pouze v téle-
sech s charakteristikou vétsi nez 2.

Pozorovani 14.11. Necht g : V — K je kvadratickd forma a B je jeji matice vici bazi X .
Potom B' = [id]yy - B - [id]yx je matice téZe formy wici bdzi Y .

Diikaz. g(u) = [u]}Blu]x = ([id]yx[u]x) Blid)yx[u]y = [u]] [id]y xBlid]yx[uly O
B

Véta 14.12 (Sylvesteriv zdkon setrvacnosti kvadratickych forem). Necht V' je prostor ko-

necné dimenze nad R a g : V — R je kvadratickd forma. Potom existuje bdze X prostoru

V' takovd, Ze matice B formy g vici bazi X je diagondlni a by € {—1;0;1}. Navic, pocet

kladngch a pocet zdporniych prvki na diagondle nezdvisi na volbé X a je pro vSechny bdze

stejny.

Diikaz. Dokazeme nejprve existenci baze, ktera spliuje vyse uvedené podminky. Necht X je
libovolna baze prostoru V' a By je redlna symetrickd matice. Potom existuje unitarni matice
R takovd, ze R"IBR = D = R"ByR. Cili, je-li matice R matice prechodu od X; k X,
potom je matice formy ¢ vucu X; diagonalni (D).

Definujme diagonalni matici D nésledovné:

" 1 d“ - 0

Potom D = BTBB, kde B je hledand matice formy g. Plati:

1 di; >0
0 dy=0
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Pokud pouzijeme D jako matici prechodu od X5 k X7, tak potom X, je hledana béze.

Dokazme nyni druhou ¢ast véty, t.j. ze pocet kladnych a zapornych prvki na diagonéle
nezavisi na volbé baze. Necht X = {vq,..., vy} a Y = {wy,...,wyn} jsou dvé rizné baze
prostoru X takové, ze prislusné matice formy g jsou tvaru:

1

Potom:
i. Poc¢ty nul se rovnaji.
Plat{ B = [id] L, B'[id] xy, &li rank(B) = rank(B'). Dile:
(#0 v B) = n — rank(B) = n — rank(B’) = (#0 v B')

ii. Pocty jednicek se rovnaji.
Definujme n? = rank(B) = #1 + # — 1. Vime, Ze

_ 2 2 2 2
g(u)—x1+---+xr—xr+1—xn9,

pokud [u]x = (z1,...,2,) . Tedy r = #1 v B.
Podobné:

gw) =y + -+ Y =yl — Yo,
pokud [u]y = (y1,. .. ,yn)T. Tedy s = #1 v B'.

Necht dale, pro spor r # s, bez ijmy na obecnosti, r > s. Vezmu netrivialni vektor z z
span({vy,..., vy }) Nspan({wgy1, ..., wWyn}). Takovy vektor z urcité existuje, jelikoz

dim(span({v1,...,v:})) + dim(span({Wsy1,...,Wn})) =7 +7— 35 >n = dim(V)
Potom ale

(2) {> 0 pokud nékterd z prvnich r souradnic [z]y je netrividlni a zbytek jsou nuly,
9g\z) =

<0 prvnich s souradnic [z]y je nulovych.

Dostali jsme spor.
O

Definice 14.13. Necht X je baze prostoru V takova, ze matice B formy ¢ vici bazi X je
diagondlni a b; € {—1;0;1}. Potom trojici (# — 1, #0, #1) nazyvame signatura formy.
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