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1 Soustavy linearnich rovnic

Definice 1.1. Redlny n-slozkovy vektor b je usporddana n-tice realnych c¢isel:

b
bo |
b,
Znacime b € R"™. Vsechny vektory jsou sloupcové. Pro fadkovy zapis pouzijeme transposici:
b\ (b
(b1, ba, ..., ba) T = bf : bf = (b, b, ..., by)
b.) \b
Podobné uspofddand n-tice nezndmych hodnot x = (z1,...,z,) " se nazjva n-slozkovy vek-

tor neznamych.

Definice 1.2. Readlna matice A tadu m X n je soubor m - n realnych c¢isel usporadanych do
utvaru o m tadcich a n sloupcich:

ai, ... QA1n

A =
Am1 -+ Amn

Piseme A € R™*" prvky matice znac¢ime versalkami s dolnimi indexy:
ai; = (A)g

Ctvercova matice ma stejny pocet radkl a sloupci.

. s T . , /
Definice 1.3. Necht A € R™*" b € R™ a z = (x1,...,x,) je vektor nezndmych. Potom
soustavou m linearnich rovnic o n neznamych rozumime zapis:

Ax =b.

Tutéz soutavu lze zapsat v rozvinutém tvaru jako:

111 + 122 + ... + 1Ty = bl

(911 + Q999 + ...+ Aonly — bg

Am1T1 + QpaTot ... + Ay Tn= bm

Matice A se nazyva matice soustavy, vektor b se nazyva vektor pravych stran. Matice (A|b)
je rozsitend matice soustavy.

Definice 1.4. Redlny vektor x € R" se nazyva resenim soustavy Ax = b, pokud spliuje
vsech m rovnic soustavy. To jest, Vi : a;121 + a;0xs + -+ - + ajnx, = b;.




2 ResSeni soustav: Gaussova eliminaéni metoda

Pro Teseni soustav linedrnich rovnic se pouzivaji tzv. elementdrni ekvivalentni (fadkové)
upravy.

Definice 2.1. Elementarni upravou matice A vznikne matice A’ (zna¢ime A ~ A’), a to
bud:

1. vynasobenim ¢-tého fadku cislem t # 0:
, t-ay, pokud k =1i.
A = ..
A, jinak.

2. pri¢tenim j-tého radku k ¢-tému:
, {ail + i, pokud k=1.

a =
kl ..
A, jinak.

Poznamka 2.2. 7 téchto dvou tprav se daji odvodit i tpravy:

e pricteni t-nasobku j-tého radku k i-tému,

e zaména i-tého a j-tého radku.

Nyni ukdzeme, ze vyse zminéné elementarni ipravy neméni mnozinu feseni soustavy.
Véta 2.3. Necht Ax =b a A'x = b’ jsou soustavy takové, ze (A|b) ~ (A’|b’). Potom obée
soustavy maji shodné mnoziny resent.

Diikaz. Stacéi dokdzat pro tpravy 1 a 2 a pro i-ty fadek (jelikoZ ostatni fadky se nemént).

1. Vynasobeni i-tého radku cislem ¢ # 0.

Predpokladejme nejprve, ze x je feSenim Ax = b.
A1+ AigTo + -+ + Ay =t apx1 + - Qjpry + -+t - azpx, (definice 1. Gpravy)

=t (anr1 + aipTo + - + QinTn)
(distributivita ndsobeni ku s¢itani zleva)

=t (predpoklad Ax = b i-té rovnice)
= (definice 1. dpravy)

Obréacené, predpokladejme nyni, ze x je feSenim A'x = b/,

t
1Ty + o ATy = Z(aiﬂl + 0t Qi)

1

= ;(tailxl + -+ tamxn)
1

= (@ + -+ i)
1 1
t t



2. Pricteni i-tého tadku k j-tému.

Predpokladejme, ze x je fesenim Ax = b.

a;ll'l + &;2£C2 + -+ a;nxn = ((11'1 + aﬂ)xl + -+ (am + ajn):cn
= (aﬂxl + -+ Clm:l:’n) + (aj1I1 + -+ (Ijniﬂn)

Predpokladejme, Ze x je fesenim A'x = b'.

ATy + -+ AinTp = (@01 + - Q) F (@rr + A an®y) — (a2 4 Gaty)
= (ail + (Zjl)QTl + -+ (CLm + ajn)mn — ((Ijlel + -+ ajnxn)
agll’l + -+ ngl’n — (ajlxl + -+ ajnmn)

Postup teseni soustavy linearnich rovnic:

1. Sestavime rozsifenou matici soustavy.

2. Tuto matici elementarnimi tpravami prevedeme na odstupnovany tvar.
3. Pomoci zpétné substituce popiseme vsechna feSeni.

Definice 2.4. Rikdme, 7e matice A € R™*" je v odstuptiovaném tvaru, pokud nenulové
fadky jsou ostre usporadany podle poc¢tu poc¢atecnich nul a nulové fadky jsou aZ za nenulovymi.t
Formalné: 3r € {0;...;m} takové, Ze:

1. oznacime-li proi € {1;...;r}:
3 (%) := min{j|a;; # 0},
tak plati: j(1) < j(2) <---<j(r) <n
2. Vi>nrVjia; =0
Prvkim a; j;) pro i =1,...,r se iikd pivoty.

Algoritmus 2.5. Algoritmus Gaussovy eliminace pro tpravu dané matice A € R”™*" na
odstupnovany tvar elementarnimi radkovymi tipravami:

1. Setridime radky vzestupné podle pocatecnich nul.

LOstré uspotradéani zajisti, Ze v matici nejsou z4dné dva nenulové iadky o stejném poétu pocatecnich nul.



2. Pokud maji dva nenulové fadky stejné pocatecnich nul, tj. j(i) = j(i + 1), potom
k (i + 1)-tému fadku pri¢teme vhodny nasobek i-tého radku:

_ Qir1,5(3)

@i,j(i)
3. Kroky 1 a 2 opakujeme, dokud nékteré radky maji stené mnoho pocatecnich nul.
4. Matice A je v odstupnovaném tvaru.

Poznamka 2.6 (Slozitost a konecnost Gaussovy eliminace). Algoritmus Gaussovy elimi-
nace je konecny, jelikoz v kazdém kroku vzroste pocet nul o jednu. Nejvyse tedy muizeme
dosdhnout m - n iteraci. Celkova slozitost algoritmu je O(mn(mlogm + n)).

Tato slozitost lze zlepsit, pokud usetfime tiidéni: pro ¢ = 1, ..., m hledadme prvni sloupec
J(i) takovy, Ze a; iy # 0 nebo ay ji;) # 0 pro néjaké k > ¢. V prvnim pifpadné eliminujeme
prvky pod a;j(); v druhém nejprve zaménime i-ty a j-ty radek a teprve potom eliminujeme.
Slozitost v tomto pripadé je O(n?*m).

Pozorovani 2.7. Necht (A’|b’) je matice soustavy v odstupriovaném tvaru. Pokud posledni
sloupec b' obsahuje pivot, potom soustava nemd resent.

Definice 2.8. Pro matici soustavy (A’|b’) v odstupriovaném tvaru nazveme proménné, jez
odpovidaji sloupctim s pivoty v A’, bazovymi proménnymi.? Ostatni proménné se nazyvaji
volné.

Véta 2.9 (Véta o jednoznacnosti feSeni). Necht (A'|b') je rozsitend matice soustavy v
odstupriovaném tvaru, kde sloupec b’ meobsahuje pivot. Potom libovolné hodnoty volnych
promennych lze doplnit jednoznacné hodnotami bazovych promeéennych na reseni celé sous-
tavy A'’x =b'.

Diikaz. Vétu dokazeme indukei proi=r,r —1,r —2,..., 1.
Necht z;;) je i-td bazova proménnd a hodnoty nésledujicich bazovych proménnych a
vsech volnych proménnych jsou dany. Potom i-ta rovnice soustavy zni:

021 + 02 + - - + 0z -1 + a;,j(i)xj(i) + CL;,j(i)+1917]’(1’)+1 ot QT = b (1)
Necht o = agvj(i)ﬂxj(i)ﬂ + .-+ a.,z,. Hodnotu tohoto vyrazu zndme (viz predpoklady).
Z rovnice 1 se potom stava linearni rovnice s jednou neznadmou a nenulovym koeficientem a

ta ma jednoznacné resSeni:
!/ /

Disledek 2.10. KaZdé reseni soustavy lze ziskat zpétnou substituci.

2Bézové proménné jsou tedy proménné zj) prod=1,...,r (nenulové radky).



Diikaz. Necht x = (x1,...,2,)" je libovolné FeSeni. Vezmeme z x hodnoty volngch promén-
nych a zpétnou substituci dopocitame bazové proménné. Diky jednoznacnosti musime dostat
zpét X. ]

Véta 2.11. Pro kazdou matici A plati, Ze sloupce s pivoty libovolné matice v odstupriovaném
tvaru, kterou lze z A ziskat elementdrnimi upravami, jsou urceny jednoznacne.

Diikaz. Sporem. Predpokladejme, ze A’ A” ~ A maji pivoty v riznych sloupcich. Sestrojme
rozsirené matice soustav (A|0), (A’|0) a (A”]|0). Necht déle bez Gjmy na obecnosti zj, je
proménnd, kterd je v (A’|0) bazicka a zaroven v (A”]0) volnd, a vSechny nésledujici proménné
maji v obou soustavach stejny charakter.

Zafixujeme hodnoty volnych proménnych z; pro j > k, ale potom zj, je urcena jednoz-
nacné v (A’|0) a zaroven muze mit libovolnou hodnotu v (A”]0). Spor, jelikoz obé soustavy
maji mit stejné mnoziny reseni. O]

Definice 2.12. Hodnost matice A je rovna poc¢tu pivotu v libovolné matici A’ v odstupno-
vaném tvaru, kterou lze z A ziskat elementdrnimi tpravami. Znadi se rank(A).

Véta 2.13. Soustava Ax = b md alesporn jedno resent, pravé kdyz platirank(A) = rank(A|b).

Diikaz. Necht ma soustava alespon jedno Teseni a necht (A|b) ~ (A’|b’). Potom

rank(A|b) = rank(A'|b") (dle definice hodnosti)
= rank(A’) (dle Pozorovani 2.7)
= rank(A) (dle definice hodnosti)

Opacné, necht plati rank(A) = rank(A|b). Potom

rank(A’[b") = rank(A|b) (dle definice hodnosti)
= rank(A) (predpoklad)
= rank(A’). (dle definice hodnosti)

Jelikoz rank(A’|b’) = rank(A’), soustava (A’|b’) nemd pivot v poslednim sloupci. Diky Vété
2.9 mé tedy alespon jedno Teseni. O]

Definice 2.14. Homogenni soustava linearnich rovnic je soustava tvaru Ax = 0.

Pozorovani 2.15. Jsou-li X a X' resenimi soustavy Ax = b, pak X —x' je resenim Ax = 0.
Diikaz. Podivejme se na i-ty fadek soustavy Ax = 0 po dosazeni X — x’ za x:

ai@l + -+ Ginff'n) — (aﬂxll + -+ (lmCL’,n)

= (

ail(fl — l’/l) =+ 4 Cbm(fi’n — J];AL)



Pozorovani 2.16. Jsou-li X resenim Ax = b a X' 7esenim Ax = 0, pak X + X' je resenim
Ax =Db.

Dikaz. Viz dukaz Pozorovani 2.15. OJ

Véta 2.17. Necht A € R™ " je matice hodnosti r < n. Pak existuji feseni h' h% ... h®*

soustavy Ax = 0 takovd, Ze kazdé reseni homogenni soustavy Ax = 0 lze vyjdadrit ve tvaru

x =ph' +p.h2 + - +p,_ h™ " kde pi,...,po_r jsou vhodnd redlnd cisla.

Diikaz. Necht A’ ~ A je v odstupniovaném tvaru. VSechny proménné lze vyjadrit pomoci vol-

nych proménnych (indukei podobné jako ve Vété 2.9). Tyto volné proménné pouzijeme jako

parametry pi, ..., pn_r. Reseni h', ... h™" jsou vektory koeficientt volnych proménnych.
Me¢jmé napriklad matici

A:

S O N W
O O W =

1
0
0
0

¥ oo =

Proménné z; a x5 jsou bazové; proménné x3 a x4 jsou volné. Vyjadiime vSechny proménné

pomoci volnych proménnych:

Ty = Ty

T3 = T3

Tog = —2T3 — 324

T1 = —2x9 — 3x3 — 4xy = 43 + 624 — 33 — 4dxy = X3+ 224

ReSeni h', odpovidajici volné proménné zs, a feSeni h2, odpovidajici volné proménné z.,
potom vyjadiime pomoci koeficienti volnych proménnych:

1 2
R 12 ‘h? = 03
0 1
O
Disledek 2.18. Kazdé reseni resitelné soustavy Ax = b lze vyjadrit ve tvaru:
x =x+pht +-- +p, h"",
kde r = rank(A), h',... h"" jsou fesenimi homogenni soustavy Ax = 0, py,...,p, jsou

vhodnd redlnd c¢isla a x° je libovolné reseni Ax = b.
Diikaz. Necht X je libovolné feSeni soustavy Ax = b. Potom X — x je feseni Ax = 0 a lze
vyjadrit jako
(x—x%) = Zpihi.
i=1



Definice 2.19. Matice v redukovaném odstupnovaném tvaru ma vsechny pivoty rovny 1 a
ve sloupcich nad pivoty pouze nuly.




3 Operace s maticemi, specialni typy matic

Definice 3.1 (Terminologie, znaceni zékladnich matic).

e Nulova matice typu m x n: 0, Vi,5(0);; = 0.

e Jednotkova matice fadu n je ¢tvercova matice I, takova, ze:

1, pokudi=j.
(In)iy = -
0, jinak.

Naptiklad:

e Hlavni diagondla ctvercové matice A je tvofena prvky a; ;.

Definice 3.2. Transponovand matice k matici A typu m X n je matice AT tupu n x m
definovand vztahem (AT>

AT =A.

= a;;. Ctvercova matice se nazyva symetrickd, pokud spliuje

v

Definice 3.3. Pro matice A a B stejného typu definujeme soucet matic A + B predpisem:
(A + B>ZJ = Qyj + bzg

Definice 3.4. Pro a € R a matici A definujeme a-ndsobek matice A predpisem:

(@A), = aay;.
Nulovy nasobek libovolné matice je nulova matice.

Definice 3.5. Je-li A matice typu m x n a B matice typu n x p, potom definujeme soucin
matic A a B jako matici AB typu m X p, kde plati:

<AB)ij = Z aikbkj.
k=1

Poznamka 3.6 (Uziti souc¢inu). Maticovy sou¢in ma mnohd vyuziti:
e Zapis soustav linearnich rovnic: Ax = b.
e Elementarni tpravy lze vyjadrit sou¢inem (viz podrobnéji Pozndmka 3.14 niZe).

e Linearni zobrazeni a vyména béaze lze vyjadiit maticovym soucinem (o tomto budeme
mluvit podrobné&ji v kapitole 7).

Tvrzeni 3.7. Jsou-li vysledky operaci definovany, pak plati:

10



i (A+B)+C=A+(B+C) vi. (AT)T = A
i. A+0=A
ii. A+ B=B+ A

w. VAIIB: A+B =0
v. (@A)T =aAT ir. (A+B)T=AT +BT

vit. a(fA) = (af)A

viti. (o + B)A = aA + A

Tvrzeni 3.8. Maticovy soucin neni komutationd.

Drikaz. Pokud matice nejsou étvercové, ditkaz je jednoduchy: Necht A € R, B € R?*¢, a
a # c. Potom soucin AB je definovan, kdezto sou¢in BA definovan neni.
Pro dvé c¢tvercové matice A a B radu 2 je

AB = (allbll + aizbar  aibiz + a12bzz>

a21011 4 az2ba1  az1bia + agbas

BA = (bllall + bizagr biiar + b12a22> .

barair 4 bagagr  barais + bagags

Je zfejmé, ze obecné AB # BA. O
Tvrzeni 3.9. Matice AAT je vidy symetrickd.

Diikaz. Necht A € R™ ™. Dle definice sou¢inu je matice AAT ¢tvercova matice typu m x m.
Déle:

(AN)ki(A)jk = (AAT);;

M=

(AAT); =
k

(A)ir(AT )y =

1 k

n

1

Tvrzeni 3.10. Necht A € R™ ™. Potom plati: I,,A = A = Al,.

Tvrzeni 3.11. Pro ndsobeni blokovych matic plati:

(A1 A,)- (E;) = A.B, + A;B,

A A, ) B, B;) [ AB;+A;;B;
A3 A4 B3 B4 N A3B1+A4B3

Tvrzeni 3.12. Pro matice A, B a C plati:

A1B2 + A2B4
A;B,; + AB,

i. (AB)T =BTAT iii. (A +B)C = AC + BC
ii. (AB)C = A(BC) iv. AB+C)=AB+ AC

11



za predpokladu, Ze vsechny vysledky operaci jsou definovdny.
Dikaz.
1. AeR™" BeR"™P,

(AB)");; = Zaykbm = Z (AT)(B )i =Y (BN)i(AT); = (BTAT),;
k=1 k=1

2. A e R™" B € R™*P, C € RPX,

p p n
((A =) (AB);;,Cy; = Z (Z azlblk> cog = > apbicr;
=1 P =1 1=1
n p n
Z Z zlblkckj Zazl (Z blkckj> = Zail ) (BC)U = (A(BC))U
=11 k=1 =1
3. A e R™" B e R"™P C e RP¥,
(A+B)C)yy =D (A+B)y-cij = > (am+bi) iy = > (awcrj + bircrj)
k=1 k=1 =1

= Z ;1 Cl 5 + Z bikckj = (AC)U + (BC)W = (AC + BC)”
k=1 k=1

4. Obdobné.
]

Poznamka 3.13 (Slozitost nasobeni matic). Necht A € R™" B € R"? C € RP*9,
Potom:

e Na souc¢in AB je tieba mnp operaci, (AB)C mpq operaci. Celkem: mp(n + q).
e Na soucin BC je tfeba npq operaci, A(BC) mnq operaci. Celkem: ng(p + m).
Pokud ¢ << m,n,p, tak poté ng(m + p) << mp(n + q).

Poznadmka 3.14 (Elementarni ipravy jako soucin matic). Necht B vznikne z A € R"™*"
vynasobenim i-tého radku ¢islem ¢. Potom plati B = EA, kde:

t pokud k=jak=ri;
(E)r; =41 pokud k=7 ak # i
0 pokud k # j.

Jedna se tedy o jednotkovou matici fadu m, kde na i-tém fadku byla jednicka na diagonale
nahrazena c¢islem ¢.

12



Necht naopak B vznikne z A € R™*" prictenim j-tého radku k i-tému. Potom plati:
B = EA, kde:
1 pokud k=ial=yj;
(E)iy =91 pokud k =1;
0 jinak.
Méjme napifklad matici A € R3*4. Pfi¢teni t¥etiho fadku k prvnimu lze vyjadfit jako
maticovy soucin EA, kde:

E=

o O =

01
10
0 1

Definice 3.15. Necht A je ¢tvercova matice tadu n. Pokud existuje matice B takova, ze
AB =1, potom se B nazjva inverzni matici k matici A a znaci se A~1.

Pokud k matici A existuje inverzni matice, potom se A nazyva regularni, v opa¢ném
pripadé se nazyva singularni.

Véta 3.16. Pro ctvercovou matici A rdidu n jsou ndsledujici podminky ekvivalentni:
1. Matice A je regularni (t.j. 3B : AB =1,,).
2. rank(A) = n.
3. Matici A lze radkovymi elementarnimi upravami prevést na I .
4. Homogenni soustava Ax = 0 md pouze trividlni reseni x = 0.
Diikaz.

o3 — 2

I, je v odstupniovaném tvaru s n pivoty, tudiz rank(I,) = 0.

e 2 — 3

Prevedeme A na odstuprniovany tvar. Jelikoz matice A je ¢tvercova a rank(A) = n,
mame v kazdém sloupci pivot. S pomoci posledniho pivotu zeliminuji vse, co je nad
nim, prejdu k predposlednimu pivotu, opakuji, atp.

e 2 <— 4

4 <= matice A po prevedeni do odstupnovaného tvaru nemé zadné volné proménné <=
2

o2 — 1

13



Ozna¢me e, e?, ..., e” sloupce jednotkové matice. Vyfesime n soustav tvaru Ax! = e
proi=1,...,n. Jelikoz rank(A) = n, kazda soustava ma pravé jedno reseni x'. Necht:

Potom AB = 1,,.

o1l — 2

Sporem. Necht matice A je regularni a rank(A) < n. Potom existuje fadek i, ktery
Ize vynulovat pri¢tenim vhodné kombinace ostatnich fadki. Matice (A|e') je rozsitend
matice soustavy Ax' = el. Elementdrnimi tipravami lze i-ty fddek této matice upravit

na
(00 ... 01 1).

Tato soustava ovSsem nema feseni a tudiz inverzni matice B neexistuje a matice A neni

regularni.

O
Disledek 3.17. Pokud inverzni matice existuje, je urcena jednoznacne.
Tvrzeni 3.18. Pro requldrni matici A plati:
ATA=AA=1,

Diikaz. Nejprve sporem ukaZzeme, Ze A~ je regularni. Necht A~'x = 0 m4 netrividlni feseni
x. Potom:

x=I,x=AA1x=A0=0.

TudiZ existuje inverzni matice k matici A~'; ozna¢me ji (A~1)~1. Déle plati:

ATA=ATAL =A TTAA M A ) T AT LAY T AT AT =T,

Poznamka 3.19 (Vypocet inverzni matice k dané ¢tvercové matici A).

1. Sestavime (A|I,) a elementarnimi fadkovymi dpravami ji pfevedeme na tvar (I,|B).
Pokud tento postup selze, matice A je singularni.

2. Oznacme Eq, E,, ... Ey matice, které byly pouzity v téchto radkovych tpravach:
ExEx 1...E; (AlL) = (I,/B).

Potom ExEyx ;... E;A =1, a ExEy ;... E1I, = B. Z toho vyplyva, ze BA =1, a
B=A"1

14



Pozorovani 3.20. Je-li matice R reqularni, potom:
A =B < AR =BR.
Diikaz.
o —: Trivialni.

e —:A=AI,=ARR'=BRR '=BI,=B

Tvrzeni 3.21. Pro reqularni matice A a B stejného radu plati:
e (ATH)1=A e (AB)"'=B'A!
e AB je requldrni. o (AT 1=(AY)'
Poznamka 3.22 (Reeni maticovych rovnic).
e A+ X=B = X=B-A=B+(-1)A
eaX=B = X=1B
e AX =B = X =A"1B, jeli A reguldrni.

e XA =B =— X =BA"1! jeli A reguldrni.
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4 Algebraicka télesa

Definice 4.1. Binarni operaci na mnoziné K rozumime zorazeni K x K — K.

Poznamka 4.2. Priklady bindrnich operaci na N:
i. p(a,b) =a+b
ii. ¢(a,b) = min{a; b}
iii. ¢(a,b) =a+ 18
Naopak zobrazeni ¢(a, b) = a+b— 18 binarni operaci na N neni, jelikoz vysledek této operace

muze byt zaporny.
Binédrni operaci mizeme definovat i tabulkou, napf. na mnoziné {0; 1}:

a\b |0 1
0 |0 1
1 10 0

Toto zobrazeni odpovidé logické funkei p(a,b) = —a A b.
Binérni zobrazeni 1ze definovat napf. i na redlnych polynomech jedné proménné: ¢(p(x), q(x)) =

(P + @) (x)-

Definice 4.3. Necht K je mnozina a +, - jsou dvé bindrni operace na K. Strukturu (K, +, )
nazveme télesem, pokud jsou splnény nasledujici axiomy:

(SA) Va,b,c € K: (a+b)+c=a+ (b+ c) (s¢itani je asociativni)
(SK) Va,b € K :a+b=>b+a (s¢itani je komutativni)
(S0) 30 € K :Va € K : a+ 0 = a (existence nulového prvku)
(SI) Vae K :3—a € K : a+ (—a) = 0 (existence opa¢ného prvku)
(NA) Va,b,ce K :(a-b)-c=a-(b-c)
(NK) Va,be K:a-b=b-a
(Nl) I1e K:VaeK:a-1=a
(NI) Va € K\ {0} :3a"' € K:a-a ' =1 (existence inverzniho prvku)
(D) Va,b,ce K:a-(b+c¢) =a-b+ a-c (distributivita ndsobeni vuci s¢itani)
(01) 0 # 1 (axiom netriviality)

Poznamka 4.4 (Znaceni).
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eab=a-b e a—b=a+(-b) o L:=q-b!

e

Poznamka 4.5 (Priklady tcles).

i (Q,+,-) iv. (Zp,+,), t.j. pocitani ve zbytkovych
(R, +-) tridach modulo prvocislo
ii. (C,+,-) v. (racionalni lomené funkce, +, -)

Poznamka 4.6 (Priklady struktur, jez nejsou télesa).
i (N, +,) iii. (Zg,+,), (Zg,+,-)? v. (polynomy, +, -)
ii. (Z, +, ) iv. (Rn7 +, )

Metatvrzeni 4.7. Vsechny definice a véty o reseni soustav a pocitani s maticemi nad R plati
také pro soustavy a matice nad libovolnym télesem, jelikoZ z R jsme vyuZili pouze vlastnosti
dané azxiomy télesa.

Pozorovani 4.8. Prvky 0, —a,1,a™! jsou vidy urceny jednoznacné.

Diikaz. Jednoznaénost 0 dokaZeme sporem. Necht 0,0 jsou dva rtizné neutrdln{ prvky 0 # 0.
Potom:

o
I

(S0)
(SK)
(S0)

I
oo o
o o

Jednoznacnost —a dokazeme taktéz sporem. Necht —a a —a jsou opacné prvky k a a —a #
—a:

—a=—-a+0 (S0)
=—a+ (a+ (—a)) (SI)
=—a+ (a+(—a)) (SK, SA)
=—a+0=—-a (SI, S0)

Zbytek analogicky. O]

Pozorovani 4.9. Necht K je algebraické téleso. Potom:
i. Vae K:—(—a)=a
i. Vbe K\{0}: (b)) =0

3Dtvody viz Tvrzeni 4.14
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Pozorovani 4.10. Necht K je algebraické téleso. Potom:
i. Vvae K :a-0=0
ii. Ya € K\{0}:a-(-1)=—a
Diikaz.
i a:0=0a-0+0=0a-0+(a-0—a-0)=(a-0+a-0)—a-0=0a-(0+0)—a-0=a-0—a-0=0

i. a-(-1)=a-(-1)+0=a-(-1)+a—a=a-(-1)+a-1—a=a-(—-1+1)—a=a-0—a = —a

[
Pozorovani 4.11. Pokud a-b =0, potom bud a = 0 nebo b = 0.
Diikaz. Sporem. Necht a # 0 a b # 0. Potom existuji opacné prvky a=! a b=!. Déle: 0 =
bloat - 0=bt-ata-b=bt-1-b=0b"1-b=1. O]
Pozorovani 4.12. Va,b,d',b/,d' #0:a+x =0 ad -x =1V maji pravé jedno resend.
Dikaz. Sporem. Necht x; a x5 jsou dvé rizna feseni rovnice a + x = b. Potom:

r1=r14+0=s1+a—a=(r1+a)—a=b—a=(a+x2) —a=xs.
Podobné, necht z; a x5 jsou dvé ruzné feSeni rovnice a' - x = b'. Potom:
T1=x1-1l=x1-a-a'=b-al=a 29 -a' = ,.
O

Pozorovani 4.13.

i. Ya,b,c:a+b=a+c < b=c

it. Ya #£0,b,c:a-b=a-c < b=c
Tvrzeni 4.14. Struktura Z, je téleso, prave kdyz p je prvocislo.
Diikaz.

e —> : Nepiimo. p je sloZené, t.j. da,b: p = a - b. Potom v Z, neplati Pozorovini 4.11.
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e < : Predpokladame, ze p je prvocislo. Potom musime ovérit vSech 10 axiomi. Jediny
obtiZny axiom je existence opa¢ného prvku (NI): Va # 03a™' 1 a-a™! =1, t.j.ara™t =1
mod p.

Va definujeme zobrazeni f, : {1,2,...,p— 1} = {1,2,...,p — 1} takové, Ze:
fa(x) =a-z mod p.

Potiebujeme ukazat, Ze zobrazeni f, je prosté. Poté uz vyplyne, ze je zaroven i na a

tedy, ze 3z : fo(xr) =1 ¢ili x = a™ L.

Dukaz provedeme sporem. Kdyby f, nebylo prosté, potom 3z’ # x” : f,(2') = f.(2"),
tedy az’ = ax” mod p, ¢élia- (' —2”) =0 mod p.

O
Véta 4.15. Konecné téleso s n proky existuje, pravé kdyzZ n je mocnina prvocisla.
Poznamka 4.16. Konecné téleso s n prvky se znac¢i GF(n) (z anglického “Galois Field”).

Definice 4.17. Pokud Jk € N takové, Ze v télese K plati:

1+1+---41=0
k

tak potom nejmensi takové k se nazyva charakteristika télesa K. Pokud takové k neexistuje,
rikdme, ze téleso K ma charakteristiku 0.

Véta 4.18. Charakteristika telesa je vzdy 0 nebo prvocislo.

Diikaz. Sporem. Necht k je slozené, t.j. da,b: k = a-b. Potom

O=1+1+---F+1l=0+-4+1)-1+---+1)=x-y,
k a b

coz je spor, jelikoz x # 0 a y # 0. O
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5 Vektorové prostory

Definice 5.1. Necht (k,+,-) je téleso. Mnozinu V' spolu s bindrni operaci + na V a zo-
brazenim - : k x V' — V se nazyva vektorovy prostor (V,+,-) nad k, pokud plati nasledujici
axiomy:

(SA) Vu,v,w eV :(u+v)+w=u+ (v+w) (séitani je asociativni)
(SK) Yu,v € V:u+ v = v+ u (s¢itani je komutativni)
(S0) 30 € V,Yu € V : u+ 0 = u (existence nulového prvku)
(SI) Vue V,3—u eV :u+ (—u) = 0 (existence opa¢ného prvku)
(NA) Va,be k,Yue Va-(b-u)=(a-b)- u (ndsobeni vektoru je asociativni)

(N1) Vn € V : 1-n = n, kde 1 je jednotkovy prvek télesa k (invariance vektoru pri ndsobeni
jednotkovym prvkem télesa)

(D1) Va,b € k,Yu € V : (a + b)u = au + bu (distributivita nasobeni vektoru vzhledem ke
s¢itani prvku télesa)

(D2) Va € k,Vu,v € V : a(u+ v) = au + av (distributivita nasobeni vektoru vzhledem ke
s¢itani vektort)

Poznamka 5.2. Ingredience vektorového prostoru:
i. Téleso k s operacemi + a -. Jeho prvky se nazyvaji skalary.
ii. Prostor V s operaci +%. Jeho prvky se nazyvaji vektory.
iii. Operace - “mezi k a V.
Poznamka 5.3 (Priklady vektorovych prostoru).
i. V' ={0}. Trividlni vektorovy prostor nad libovolnym télesem k.

ii. K™. Aritmeticky vektorovy prostor dimenze n. Vektory jsou usporadané n-tice prvki z
K. Operace + a - se provadéji po slozkach. Z kazdého télesa lze vybudovat vektorovy
prostor téze velikosti K*.

iii. Matice typu m x n nad K.
iv. Polynomy omezeného stupné.

v. Spojité funkce, diferencovatelné funkce v R.

4Operace + na V je odlisna od operace + na k. Obé se nicméné znaéi obvykle stejné.

20



vi. Systém podmozin néjaké mnoziny X jako prostor nad Z.
Tvrzeni 5.4. Prvky 0 a —a jsou urceny jednoznacné.

Diikaz. Dikaz je stejny jako pro skalary.

Tvrzeni 5.5. VueV,Vae K :0-u=a-0=0

Diikaz.
Ou=0u+0=0u+0u—0O0u=(0+0)u—0u=0u—0u=0

a0=a04+0=a0+a0—a0=a(0+0)—a0=a0—a0 =0

Tvrzeni 5.6. Pokud a-u =0, potom a =0 nebo u=0.
Diikaz. Sporem. Nechf a # 0 a u # 0.

0O#u=1-u=a'a-u=a'-0=0

[]

Definice 5.7. Necht (V,+,-) je vektorovy prostor nad télesem K a U je neprazdnd podm-

nozinu V takova, ze:
i VvaoveU:u+velU
ii. VvueVVae K:a-uel.

Potom (U, +, -) nazyvame podprostorem V.

Poznamka 5.8. Mnozinu U splinujici vysSe uvedené podminky nazyvame uzavienou na op-

erace + a -.

Pozorovani 5.9. Podprostor (U,+,-) vektorového prostoru V' je vektorovy prostor.

Diikaz. Je tfeba oveérit vsech 8 axiomu z definice vektorového prostoru. Existence nulového

a opacného prvku plyne z uzavienosti U vuci operaci - (0-a=0,—1-a = —a).

Poznamka 5.10 (Piiklady podprostort R?).
e rovina 7 prochazejici pocatkem
e piimka p prochazejici pocatkem

e bod {0}

O

Tvrzeni 5.11. Necht (U;,i € I) je systém podprostori néjakého vektorového prostoru V.

Potom prinik téchto podprostori, t.j. NierU;, je podprostorem V.
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Dukaz. Je tfeba ukazat uzavienost W na + a -.
Oznacme W = N;c;U;. Potom:

e uzavienost na +: u,v € W =u,ve NigU =Viel :uvelU =Vicl:u+ve
Ui:>u+V€ﬂi€1Ui:W

e uzavienost na ca € KkueW =Viel:uelU=Y1el:a-uel;=a-uc
NietU; = W

L]
Definice 5.12. Necht V' je vektorovy prostopr nad K a X je podmnozina V. Potom span(X)

znaci podprostor generovany X (¢i linedrni obal mnoziny X), coz je prunik vSech podprostort
V', které obsahuji X. Formalné:
span(X) = N{U|X C U, U podprostor V'}.

Tvrzeni 5.13. Necht V' je vektorovy prostor nad K a X C V. Potom span(X) obsahuje
vsechny linedrni kombinace vektori z X, neboli

span(X) = {ulu=> ax;,n>0,Vi=1,...,n:q; € K,x; € X}
i=1
Diikaz. Definujme:
W1 = mxgyng

n
Wy = {Zaixi,ai € K,x; € X}
i=1

Nejprve ukazeme, ze mnozina Wy je podprostorem V', t.j. Ze je uzaviena na + a -.

e Uzavienost na +. Necht u,v € W5. Potom:

k
u:Zaixi,ai e K,x;€e X

i=1
I
v = Za'ix'i,a'i cK,x;ieX
i=1
Ozna¢me {y1,...,¥n} = {X1,..., Xk} U{X'1,...,X1}. Po pfeznaceni a doplnéni koefi-
cient lze vyjadrit:

n
u=> by
i=1
n
v=> Uy

i=1

Potom
n

u-+v= Z biyi —+ Z b’iyi = Z(bl + bli)yi
au+v e Wy z definice Ws.
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e Uzavienost na -. Necht u e W5, c € K.

k k
c-u:c-;aixi:Z(cai)\){LEWQ

=1 cK ex

Nyni W7 C W,, protoze Wy lze vzit za néjaké U;, pres které délame pruniky, jelikoz
obsahuje X a je podprostorem V. Dale také Wy C Wy, protoze kazdé U; musi byt uzaviené
na + a -, a tedy Vi : Wy CU; = Wy CNU; = W;. Z tohoto plyne Wy = W, O

Definice 5.14 (Prostory urc¢ené matici). Necht A je matice typu m x n nad télesem K.

e Sloupcovy prostor S(A) je podprostor K™ generovany sloupci matice A. Forméalné:
S(A) ={ue K™ u=Ax,x € K"}.

e Radkovy prostor R(A) je podprostor K" generovany fadky matice A. Formélné: R(A) =
{veK,v=ATyy e K"}

e Jadro matice Ker(A) je podprostor K" tvoreny vSemi fesenimi homogenni soustavy

Ax = 0.
Pozorovani 5.15. Elementdrni dpravy neméni R(A) ani Ker(A).
Pozorovani 5.16. Necht x € Ker(A) a v € R(A). Potom v'x = 0.

Dikaz. vix=(ATy)'x=y Ax=y"-0=0 O
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6 Linearni nezavislost

Definice 6.1. Necht V' je vektorovy prostor nad télesem K. Dané n-tice vektori vy, va, ..., vy €
V' je linearné nezavisla, pokud rovnice:

a1-vi+as-veo+---+a, - vp=0

ma pouze trivialni feseni a; = ay = --- = a, = 0. V opac¢ném pripadé je dana n-tice vektori
linearné zavisla.

Poznamka 6.2 (Poznamky k definici linedrni nezavislosti).

e Na poradi vektoru nezalezi.

e Pokud 3¢ # j : v; = v;j, potom je dand n-tice vektor linearné zavisla.
e Pokud Ji¢ : vi = 0, potom je dana n-tice vektoru linearné zavisla.
e Rozsitend definice: Nekoneéna mnozina je linearné nezavisla, pokud vsechny jeji konecné

podmnoziny jsou linearné nezavislé.

e Co znamend, ze dana n-tice vektori je linearné zavisla? Alespon jeden vektor v; lze
vyjadrit jako linearni kombinace ostatnich vektoru (nikoliv nutné vsech).

Poznamka 6.3 (Priklady linedrni (ne)zavislosti).
e Necht X CR? a X # ().

— X = {x}. Linedrné zavisla, pouze kdyz x je pocatek; jinak linedrné nezavisla.

— X ={x,y}. Pokud 0 € X, tak X je linearné zavisla. Podobné, lezi-li x a y na
primce prochazejici pocatkem. V ostatnich pripadech je X linedrné nezavisla.

e Radky nebo sloupce jednotkové nebo regularni matice jsou linedrné nezavislé.
e Nenulové radky matice v odstupnovaném tvaru jsou linedrné nezavislé.

e Necht je V prostor polynomt nad R. Potom X = {z° 2! ... 2" ...} je linedrné
nezavisla.

Pozorovani 6.4.
i. Necht X je linedrnée nezavisld a Y C X. Potom Y je také linedrné nezavisld.
11. Necht X je linearné zavisld a X CY. PotomY je také linearné zavisld.
Pozorovani 6.5. X je linedrné nezdvisld, pravé kdyz VYu € X : u & span(X \ {u}).

Poznamka 6.6 (Ovéfovani linedrni (ne)zavislosti). Necht X C K", X = {vy,...,vk}. Pro
ovéreni linedrni zavislosti se nabizi dvé metody:
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i. Resime a; - vi + -+ 4+ a; - vk = 0, t.j. homogenni soustavu s n radky a k sloupci, a
hleddme netrivialni feseni.

ii. Sestavime matici, kde vq,..., vy tvori fadky, a tuto matici prevedeme do odstupto-
vaného tvaru. Dostaneme-li nulovy tadek, je danad k-tice linedrné zavisla; v opacéném
pripadé je linearni nezavisla.

Definice 6.7. Bazi prostoru V nazvneme libovolnou mnozinu X C V, ktera je linearné
nezavisla a navic generuje cely prostor V, t.j. span(X) = V.

Poznadmka 6.8 (Vyznam baze). Diky tomu, ze béaze generuje cely prostor V, lze kazdy
vektor u € V vyjadrit jako linedrni kombinaci vektorti z baze. Navic, jak ukazuje nasledujici
pozorovani, diky linearni nezavislosti vektorti baze je toto vyjadreni jednoznacné.

Pozorovani 6.9. Necht X = {v1,...,Vvyn} je konecnd bdze prostoruV a nechtu € V. Jelikoz
X generuje cely prostor V, lze vektor w vyjddrit jako linedrni kombinaci vektoru bdze:

k
u = Zai * Vj.
=1

Toto vyjadrent je jednoznacneé.

Diikaz. Sporem. Necht existuji dvé rizna vyjadieni vektoru u jako linearni kombinace vek-
tort baze, >F | a; - vy, a S8, d/; - vy. JelikoZ jsou tato vyjadieni riizna, tak 3i : a; —a’; # 0.
Déle:

¢imz dostavame spor s linearni nezavislosti vektort baze. O

Definice 6.10. Necht X = {vy,..., vy} je koneénd usporadand baze prostoru V nad K. Pro
libovolny vektor u € V nazveme koeficienty (ay,...,a,)" € K" z jednozna¢ného vyjddient:

n
u:Zai~vi
i=1

vektorem soutadnic vektoru u vuci bazi X. Znaci se [u]x = (a1, ..., a,).

Poznamka 6.11 (Priklad bézi a vektort souradnic).

e Necht V = {kvadratické polynomy} a baze X = {z? z!,2°}. Potom funkci f = 222 +
3z — 1 lIze vyjadiit vektorem soufadnic jako [f]x = (2;3;—1)".
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e Pro vektorovy prostor V' = K" nazveme kanonickou bézi bézi tvorenou vektory {ey, ..., en},
kde e; je i-ty sloupec jednotkové matice.

Tvrzeni 6.12. Necht X je takovd mnozina, Ze generuje celyj vektorovy prostor V', t.j. span(X) =
V, ale VY C X :span(Y) # V. Potom X je baze vektorového prostoru V.

Diikaz. Musime ovérit obé podminky baze:
i. span(X) =V vime z predpokladi.

ii. Linedrni nezdvislost mnoziny X plyne z toho, ze Vu € X : u ¢ span(X \ {u}).

Disledek 6.13. Z kaZdého konecného systému generdtoru lze vybrat bazi.
Diikaz. Staci vzit néjakou minimalni vzhledem k inkluzi, kterd generuje V. [
Véta 6.14. Kazdy vektorovy prostor md bdzi.

Dukaz. Bez dikazu pro vektorové prostory s nekonecnym systémem generatort, jelikoz by
byl tfeba axiom vybéru. O

Lemma 6.15 (Lemma o vyméné). Necht {vy,..., vy} je systém generdtoru V a u € V.
Potom pro vsechna i takovd, pro kterd existuje vyjadreni u = 377, a; - v;, kde a; # 0, plati,
Ze {v1,...,Vi_1, U, Vit1,...,Vn} je opét systém generdtori V.

Vizl(u— Z ajvj) .

a; =
¢ J=1,37#i

Potom libovolné¢ w € V,w = 37", b;v; lze zapsat jako:

Diikaz. Vyjadiime v; jako:

n 1 n
w= > ijj‘l’bi'w(u_'Z 'ajvj>

j=Li#i j=Li#i
n b, n o bheas
= D bvit—u— > —tv;
=L N R
b; " bia;
i =i di

]

Véta 6.16 (Steinitzova véta o vymeéné). Necht V' je vektorovy prostor, X je lindrné nezdvisld
ve V a'Y je konecny systém generdtoru V. Potom existuje Z takové, zZe X C Z C X U
Y,L(Z)=V a|Z| =|Y|. Navic plati | X| < |Y].

26



Diikaz. Oznaéme X \'Y = {uy,...,u,} a polozme Z; .= Y. Pro i = 1,...,n provedeme:
Z;_1 generuje V. Vyjadiime u; vacéi Z;_q:

U; = Z a;Wy.

W €Z; 1

X je linedrné nezavisla, a tedy a; # 0 pro néjaké w; € Y\ X. Polozime Z; := Z; 1 U{u; } \ w;.
Dle lemmatu o vyméné span(Z;) = V. Nakonec, Z = Z,,, |Z| = |Z,| = |Zn-1| =+ = | 20| =
Y.

Pokud by |X| > |Y|, potom Ji < n: Z; C X aspan(Z;) = V. Dostdvame spor s linearni
nezavislosti mnoziny X. O

Disledek 6.17. Pokud mad vektorovy prostor V' konecnou bazi, potom vsechny jeho baze
maji stejnou mohutnost.

Diikaz. Necht X a Y jsou dvé rizné baze vektorového prostoru V. Potom:
a. X je linedrné nezévisla a span(Y’) = V. Potom dle Véty 6.16 je | X| < |Y].
b. Podobné Y je linedrné nezavisla, span(X) =V a |Y] < |X].
Vyplyvd, ze | X| = |Y]. O

Dusledek 6.18. Pokud ma vektorovy prostor V- konecny systém generdtoru, potom lze kaz-
dou linedrné nezdavislou mnozZinu X doplnit na bdzi.

Definice 6.19. Necht ma vektorovy prostor V' konec¢nou bazi. Potom se o V tika, zZe je
kone¢né generovany a mohutnost jeho libovolné baze nazveme dimenzi prostoru V. Znaci se

dim V.

Poznamka 6.20 (Piiklady bazi a jejich dimenzi).
o dim K" =n
e Je-li matice A v odstupnovaném tvaru, potom dim R(A) = rank A.

Pozorovani 6.21. Je-li W podprostor vektorového prostoru V- konecné dimenze, pak dim W <
dim V.

Diikaz. Baze W je linearné nezavisla v V', ale lze ji doplnit na bazi celého prostoru V. [

Pozorovani 6.22. Pro podprostory U,V C W, kde dim W < oo, plati:
dimU +dimV = dim U NV 4+ dim(span(U U V)).

Pozorovani 6.23. Pro vsechna A € K™ " plati dim R(A) = rank A.
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Diikaz. Je-li A ~ A’ v odstupniovaném tvaru:
dim R(A) = dim R(A’) = rank A’ = rank A.
O

Poznamka 6.24. Pozorovani 6.23 lze vyuzit k nalezeni baze a urceni dimenze podmnozin
K™: Sestavime matici z vektori po fadcich a prevedeme ji do odstupnovaného tvaru. Vysledné
nenulové radky tvori bazi.

Véta 6.25. Necht A € K™*™. Potom plati:

dim R(A) = dim S(A).

Diikaz.
[. Nejdrive ukazeme, ze prindsobenim matice zleva dimenze sloupcového prostoru nevzroste.
Matice R a A jsou dany. Spocteme A’ = R - A. Oznac¢me uy, -- - ,u, sloupce matice
A auy, - ,u, sloupce matice A’. Plati u’; = R - u;.

Necht v’ € S(A'), tedy w' =37 a,us=>71a,-R-uy=R-Y"  a;u; =R -w pro
néjaké w € S(A).

Nyni vyjadiime w viéi bazi vq,---,vq prostoru S(A), ¢li w = 2%, b;v;. Potom
w=R-w=R-2" bv;i =% bRv; = X% bV, kde v/; € S(A'), &li v/1,--- ,V'q
tvori systém generatoru S(A').

Tedy: dim S(A’) < dim S(A).

I1. Je-li matice R reguldrni, dimenze ztstane zachovdna: A = R™! - A/, tedy dim S(A) <
dim S(A’).

III. Pro matici A’ v odstupniovaném tvaru plati dim R(A’) = dim S(A'), jelikoz sloupce s
pivoty jsou linedrné nezavislé a tvori bazi S(A').

IV. Pro danou matici A nalezneme A’ ~ A, A’ je v odstupnovaném tvaru. Vime, Ze plati:

A’'=R- A, R je regularni.

dim S(A) £ dim S(A’) 2 dim R(A”) dim R(A)

N
Pozorovani 6.23

Dusledek 6.26. rank A = rank AT

Disledek 6.27. Necht R je regularni. Potom:
rank A =rankR - A

rank A =rank A - R
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Disledek 6.28. S(A-B) C S(A) a R(A-B) C R(B)

Diikaz. S(AB) = span({z|r = A - u,u je sloupec B}) = {2|2' = A - v/ ;v € S(B)} C
{2l = A - v e K"} =5S(A) O

Disledek 6.29 (Pri nasobeni paddme s hodnosti). rank AB < min{rank A;rank B} .
Tvrzeni 6.30. Pro matici A radu m X n plati:
dim Ker(A) 4+ rank A =n
Diikaz.
i. Hodnost matice rank A urcuju pocet pivoti, tedy pocet bazovych proménnych.

ii. Pokud x € Ker(A), potom x fesi Ax = 0. Vektor x lze vyjadrit jako:

r

1 —
X =pi1X + -+ pox”
g nN—r
Mnozina {x‘}l | generuje Ker(A). Navic, z; jsou linedrné nezavislé, jelikoz x; ma ve
i

slozce odpovidajici i-té volné proménné jednicku, zatimco ostatni slozky jsou rovny nule.

Plyne, Ze {Xi}q,:r je baze Ker(A) a dim Ker(A) =n —r.

29



7

Linearni zobrazeni

Pozorovani 7.1. Necht A € K™" a f : K™ — K™ je zobrazeni definovano predpisem

f(u)

= A -u. Potom plati:

i. flu+v)=Au+v)=Au+Av=f(u)+ f(v)
i. fla-u)=A(a-u)=a-Au=a- f(u)

Definice 7.2. Necht V' a W jsou vektorové prostory nad stejnym télesem K. Zobrazeni
f 'V — W se nazyva lineadrni zobrazeni, pokud plati:

i Va,veV: flu+v) = f(u)+ f(v)
ii. VvueV,\Vae K : f(a-u)=a- f(u)

Poznamka 7.3 (Priklady linedrnich zobrazeni).

Pro libovolné V' a W mizeme vzit f(u) = 0 pro Yu € V, tzv. nulové zobrazeni.
Pro V C W muzeme vzit f(u) = u, ¢ili identita na V', neboli vnotreni V' do W.

Pro aritmetické vektorové prostory V. = K", W = K! definujeme projekci na i-tou
soutadnici 7; predpisem:
mi(u) = u;.

Necht V' je vektorovy prostor a X = {vi,...,vn} jeho konefnd baze. Necht déle
u,veV,au=>3 a;vi, b=>3 b;v;. Potom zobrazeni f : V — K" na vektor soutadnic
je linearni zobrazeni:

flu+v)=[u+v]y = {Zaivi + Zbivi}x =
> (a; + bz‘)Vi]X = [ulx + [vlx = f(u) + f(v)
Néasobeni analogicky.
Geometricka zobrazeni v roviné:

— Posunuti neni linearni zobrazeni, jelikoz pocatek ve V' se musi zobrazit na pocatek
ve W.

— Osova soumeérnost, otoceni a stejnolehlost jsou linedrni zobrazeni, pokud zachova-

vaji pocatek.
Obecné v R?:
a c\ (u,
flu) = (b d) ()

e V prostoru diferencovatelnych funkei je derivace linedrni zobrazeni.
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Pozorovani 7.4. Necht f : U =V a g:V — W jsou linedrni zobrazeni. Potom je jejich
slozeni go f: U — W, (go f)(u) = g(f(u)) také linedrni zobrazend.

Diikaz. Ovérime podminky:
i (gof)(utv) = g(f(u+v)) = g(f(a)+f(v)) = g(f(0)+9(f(v)) = (gof)(u)+(gof)(Vv).

ii. (go f)(a-v) analogicky.
O

Véta 7.5. NechtV a W jsou vektorové prostory nad spolecnym téelesem a X je baze V. Potom
pro vsechna zobrazeni fo: X — W existuje prdve jedno linedrni zobrazeni f : V — W, které
rozsiruje fo:
Vv e X : f(v)= folv).

Diikaz. Vyjadiime u € V vuci bazi: u = Y a;v;. Potom f(u) = f(X a;vi) = > aif(vi) =
> aifo(vi). o
Dusledek 7.6. Oznacime-li f(V) = Uyev f(u), potom f(V') je podprostor prostoru W a
dim f(V) < dim V', protoze obraz baze V' je systém generdtoru f(V).

Definice 7.7. Necht V' a W jsou vektorové prostory nad K a X = {vy,..., vy} ay =
{W1,...,Wm) jsou jejich baze. Potom pro linedrni zobrazeni f : V — W nazveme matici
[flxy € K™ ™ sestavenou z vektori soufadnic obraziu vektoru baze X vuci Y matici zo-
brazeni f viudci bazim X a Y:

Pozorovani 7.8.

[f(W)]y = [flxy[u]x

Diikaz. Vyjadifme u vici bazi: u = Y1, a;vi. Potom [u]x = (ay,...,a,)", f(u) = S a;f(v;)

| @y = [Saf)], = S alfvily = Flarluls
]

Pozorovani 7.9. Jsou-li U,V , a W prostory nad K s bizemi X,Y a Z, a f :U =V a
g:V — W jsou linedrni zobrazent, tak plati:

g0 flxz = lglyz[flxy

Dikaz.
[(go f)()]z =[g9(f(0))]z = [g9lyz[f(0)]y = [g]lyz[f]xv[u]x
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Definice 7.10. Nechf V je prostor nad K a X,Y jsou jeho dvé konec¢né baze. Matici pre-
chodu od béze X k bazi Y rozumime matici [id] xy, kde id je identita.

Pozorovani 7.11.
i. [uly = [id(u)]y = lid]xy[u]x
ii. [id)xylid]lyx = [id]lyy = I,

Poznadmka 7.12 (Vypocet matice prechodu pro V= K™). Pro bdze X = {vq,..., vy} a
Y = {w1,..., Wy} sestavime matice:

Plati u = Y a;v; = Afu]x a u = Y b;w; = B[u]y. Potom:

[u]y = B~ Alu]x
Tedy: [id]xy = B 1A. Prakticky: (B|A) ~ (I,|[id]xy).

Definice 7.13. Necht V a W jsou vektorové prostory nad K. Linearni zobrazeni, které je
prosté a na, nazveme isomorfismem prostora V a W.

Pozorovani 7.14. Zobrazeni f=! je také isomorfismem.
Diikaz. Musime dokézat, Ze zobrazeni f~! je linedrni zobrazeni:
LT ww) = () + f() = fH(fa+u)) =u+u' = fH(w) + (W)
ii. Nasobeni analogicky.
O

Véta 7.15. Necht V a W jsou vektorové prostory nad K s konecnymi bizemi X a'Y . Potom
plati, Ze linedarni zobrazeni f : V- — W je isomorfismus, prave kdyz matice [f]xy je requldrni.
Navic plati:

[ vx = ([flxv)

Dukaz.

o < : [flxy je reguldrni. Vezmeme zobrazeni g : W — V definované matici: [g]yx =
([flxy)~". Ukazeme, 7e g = f~' a ovéfime vlastnosti isomorfismu.

i. [go flxx =[9]lyx[flxy =In. Tedy go f je identita na V a f je prosté.
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ii. [foglyy =[flxv[glyx =Ia. Tedy f o g je identita na W a f je na.

e — : Mdme zobrazen{ f a f~!. Pro jejich matice plati:

1. [fil]yx[f]xy = [Zd]XX = In,dlmV =n
ii. [f]Xy[fil]YX = [Zd]yy = Im, dimW =m

Vyplyvd, ze n = m a [f]xy je regularni.

Tvrzeni 7.16. KaZdy prostor dimense n nad K je isomorfni s K™.

Diikaz. Zvolime bazi X, potom zobrazeni f : u — [u]x je isomoforfismem. [f]x; = I, tvori
~— ——
2% cKn

kanonickou bézi. O

Tvrzeni 7.17. Necht f :V — W je linedrni zobrazeni. Potom plati:
i. Ker(f) = {x|f(x)=0} je podprostor V.

ii. Pokud md rovnice f(x) = b alesponi 1 Teseni xq, potom lze kaZdé reseni x této rovnice
vyjadrit jako x = xo + X', kde x' € Ker(f).

Dikaz.

i. Necht x1,x9 € Ker(f) : f(x1+x2) = f(x1)+f(x2) =040 = 0, tedy x; +x5 € Ker(f).
Nasobeni analogicky.

ii. f(x—x9)=f(x)— f(x0) =b—b =0, tedy x —x¢ € Ker(f).
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8 Skalarni soucin

Definice 8.1. Necht V' je vektorovy prostor nad C. Zobrazeni, které dvojici vektori u,v € V
priradi (u|v) € C, se nazyva skalarni soucin, pokud spliuje nédsledujici axiomy:

(N) VueV:(uu)=0 < u=0
(L1) Yu,v,w € V: (u+ v|w) = (ulw) + (v|w)
(L2) Yu,v € V,Ya € C: (a-ulv) = a- (ulv)
(KS) Yu,v eV : (ulv) = (v[u)

(P) Yue V: (uju) >0

Poznamka 8.2 (Poznamka k axiomu (P)). Jelikoz Yu € V : (ulu) > 0, vyplyva tedy, ze
(uu) € R.

Poznamka 8.3 (Priklady skaldrnich soucini).
e Skalarni soucin pro aritmetické vektorové prostory:

- V=C":(ulv) =", wy;

— V=R":(u|v) =3, uv;
e Skalarn{ soucin na R™ definovany pomoci reguldrni matice: (ulv) =u' - AT - A - v

e Skalarni sou¢in na prostoru realnych spojitych funkei integrovatelnych na intervalu

(a;0): (f(2)lg(x)) = [ f(x)g(x)da
Pozorovani 8.4. (x|0) = (0|x) =0
Diikaz. (x|0) = (x|0-x) =0- (x|x) = (0 - x|x) = (0|x) O

Definice 8.5. Necht V' je vektorovy prostor se skalarnim souc¢inem, potom norma odvozena
od skaldrniho soucinu je zobrazeni || @ || : V' — R dané predpisem:

[ul] = /{a|w).
Poznamka 8.6 (Geometricka interpretace normy a skaldrniho soucinu v R™).
e |lu|| uréuje délku vektoru u

e ||lu— v|| urcuje vzdalenost vektori u a v

e (u|v) urCuje tihel mezi vektory u a v
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Pozorovani 8.7. Pro standardni skaldrni soucin a jim urcenou normu na R™ plati:
(ulv) = [luf} - lv]} - cos o,
kde ¢ je uhel sevreny vektory u a v.
Diikaz. Vektory u, v a u — v tvori trojihelnik. Podle kosinové véty:
lw—=v[*=Jul® + [[v]* = 2- [[ul| - [[v] - cos o,

tedy:
(u—vfu—v) = (ufu) + (v|v) =2 fluf| - [[v]] - cos .

Podle axiomt skalarniho souc¢inu ovsem také plati:

(u—vju—v) =

Odecteme-li tento vysledek od rovnice kosinové véty, dostavame (po upravach):
(ujv) = [luf| - [[v] - cos ¢
]

Véta 8.8 (Cauchy-Schwarzova nerovnost). Necht V' je vektorovy prostor nad C se skaldrnim
soucinem a s normou urcenou timto soucinem. Potom plati:

Vu,v € V2 [Quv)| < [aff - [[v]].

Diikaz. Je-li u = 0 nebo v = 0, nerovnost plati.
Urcité Va € C: lu+ a - v||* > 0. Tedy:

0 < [u+tav|?

u -+ avju+ av)

ulu+av) + (avju+av)

u+ avlu) + a{u + av|v)

= (ulu) + a(v|u) + a(ulv) + aa(v|v)
= a(ulv) + (u|u) + a(viu) + aa(v|v)
Dosadime a = —%, ¢imz se zbavime prvniho a posledniho ¢lenu. Zbyva:
< cafuy _ VO
(vlv)

(u|v){v|u) < (ulu)(v|v)
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Upravime levou stranu nerovnosti:
(u[v)(v[u) = (ulv){ulv) = [(ulv)]*,
a tedy:

[{ulv)]” < (ufu){vlv)
[{ulv)] < [[uflliv]

]

Disledek 8.9 (Vztah mezi aritmetickym a kvadratickym pramérem). Necht u; € R. Potom:

Dukaz. Polozme

v=(1,1,...,1)"

u = (sefazend ¢isla) .

n n
(ulv) => i, full = [ >_uf, allv] = vn.
=1 =1

Disledek 8.10 (Trojihelnikova nerovnost). Norma odvozend od skaldrniho soucinu spliuje
trojuhelnikovou nerovnost:

Potom

]

[+ v < [l + [|v]
Dukaz.

+ 2|(u|v)| + (v|v) (VC:ia+a<2-|al)

[[ul[? + 2[[ul[[[v]] + [lv]}?

2
= V(llall +{lv[)™ = lall + [}
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Definice 8.11. Obecné norma na vektorovém prostoru V' je zobrazeni || e || : V — R, které
splnuje nasledujici podminky:

i. o] =0
i, |Jul| >0
iii. [la-ul =a-|ull

v [fu vl < ulf + v
Poznamka 8.12 (Priklady norm).

e Norma odvozena od skalarniho sou¢inu (viz definici 8.5).

n
hall, = ¢ > fual?.
i=1

Obvykla Eukleidovska norma (/3% ; |u;]?) je tedy specidlni pfipad L, normy s p = 2.

e [, norma, definovana:
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9 Ortogonalita

Definice 9.1. Vektory u a v z prostoru se skaldrnim soucinem se nazyvaji vzajemné kolmé,
pokud plati:
(ulv) = 0.

Znacime u L v.

Pozorovani 9.2. Kazdy systém vzajemné kolmych netrividlnich vektori je linedrné nezavisly.

Diikaz. Sporem. Necht ug = Y7 ; a;u;. Potom:

0 # (up|ug) = (uo| Zazu1 =) @ (uolwy) =
i=1

——
0 pro Vi

Pozorovani 9.3. Necht'V je vektorovy prostor se skalarnim soucinem. Potom:
YweV:v_10.

Definice 9.4. Necht V je vektorovy prostor se skaldrnim souc¢inem a Z jeho baze takova,
ze:

eVveZ: |v]=1
eVWw#V eZ: v LV

Potom se Z nazyva ortonormélni baze prostoru V.

Tvrzeni 9.5. Necht Z = {vy,...,vyn} je ortonomdlni bize prostoru V. Potom Yu € V plati:
u = (u|vy)vy + (u|va)va + -+ + (u|vy) vy

Diikaz. u=Y", a;vy, a tedy: [u]; = (a1,...,a,) . Potom:

11|V1 ZCLZV1|V1 = Zai<V1|V1> = Qy,

nebot:
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Definice 9.6. Nechf W je prostor se skalarnim souc¢inem, V je podprostor W, a Z =
{v1,...,vn} je néjakd ortonormalni baze V.
Zobrazenl pz : W — V definované predpisem:

n

pz(u) = Z<U|Vi>Vi

=1

se nazyva ortogonalni projekce prostoru W na V.

Pozorovani 9.7. Ortogondlni projekce je linedrni zobrazens.

Lemma 9.8. Necht py je ortogondlni projekce prostoru W na V. Potom Yu € W plati:

(u—pz(u)) L v; proVv; € Z.

Diikaz.
(u—pz(a)lvi) = (u— > (ulvy)vslvi) = (ulvi) = > _(ulvs)(vslvi) = (ulvi) — (ufvi) =0
j=1 1=n
jelikoz
1 pro i =7,
Vilvy =90
pro i # j
m
Pozorovani 9.9. Projekce pz(u) je nejblizsi vektor k vektoru u, ktery lezi v prostoru V.
Definice 9.10. V zépise u = (u|vy)vy + --- + (u|vn)vy se koeficienty (u|v;) nazyvaji

Fourierovy koeficienty.

Algoritmus 9.11. Gram-Schmidtova ortonormalizace je postup, ktery prevede libovolnou
bazi {uy,...,uy} na ortonormalni bazi {vyq,..., vy}
Postup. Pro i od 1 do n opakuj:

1. wy = u; — 2;11 (u;|vj)vj, neboli odecteni projekce na doposud spoc¢teny linearni obal
span(vy,...,Vi_1).
1
2. vi= Tw; Wi

Poznamka 9.12. Dokazme korektnost Gram-Schmidtovy ortonormalizace.

1. vi L v;¥j <4, dle Lemmatu 9.8

2. il = I ywill = ik llwal = 1
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3. Zustavame ve stejném prostoru, neboli:
span(vy, ..., Vi 1, Uj, Ui, ..., Uy) = span(vy, ..., Vi, Uiiq, ..., Uy),
dle Lemmatu 6.15.

Definice 9.13. Necht V' je mnozina vektorii ve vektorovém prostoru W se skaldrnim souc¢inem.
Ortogonalni doplnék V je mnozina V+ definovana:

Vi={ueWvwweV: ulv}

Poznamka 9.14 (Piiklady ortogondlnich dopliikti v R?). Doplnék piimky je kolmd rovina.
Dopliiek roviny je kolma primka.

Pozorovani 9.15. Pokud U C V, tak potom U+ D V*.
Ditkaz. ueVt < ulvproVWweV = ulvproVwelU < uecU+ O
Véta 9.16. Necht V' je podprostorem prostoru W se skaldrnim soucinem. Potom plati:

i. V* je podprostorem W

i. VNVt ={0}
Pokud je navic W konecné dimenze, tak plati:
@i, dimV + dim V+ = dim W

w. (VHt =V
Diikaz.

i. Je tfeba ovérit uzavienost na sc¢itani a nasoben:

e (utvlw) = (ulw) + (v|w) =0+0=0

e (aulw)=a-(uw)=a-0=0
ii. Pokud u € VNVL potom (uju) =0 a tedy u= 0.

iii.-iv. Sestrojime ortonormélni bazi V a doplnime ji na ortonormélni bazi W. To, co jsme
pridali, je ortonormalni baze V.

]
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